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Liebe Studierende,

ganz herzlich begriiffe ich Sie zum Kurs Technische Mechanik II fiir die Studierenden
der Studiengénge Maschinenbau und Motorsport Engineering. Erneut miissen wir die
Vorlesungen und Ubungen Online gestalten. Ich werde Ihnen den Vorlesungsinhalt fiir
eine Woche am Wochenende zur Verfiigung stellen. Wir behandeln in der Folgewoche
wahrend der Videokonferenzen geméft Stundenplan die IThnen vorliegenden Inhalte. Die-
se Vorgehensweise ist sehr viel zeitsparender als eine reguldre Vorlesung im Horsaal, da
der mithsame Tafelanschrieb und das Tafelwischen entfillt. Wir werden in den Video-
konferenzen eher reichlich Zeit haben und kénnen uns um Verstédndnisfragen kiimmern.
Sie sind herzlich eingeladen, mich reichlich mit Fragen einzudecken. Bitte iiberwinden
Sie die natiirliche Scheu, das Mikrofon anzumachen und Fragen zu stellen.

Erneut gilt: Schwarzer Text sind die diirren Fakten, blauer Text beschreibt Hintergriinde,
dient aber auch der Auflockerung.
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Il Festigkeitslehre

Vorbemerkung
Die Festigkeitslehre liefert Berechnungsgrundlagen fiir die inneren Kréfte bei verformten
Strukturen. Dies ist notwendig zur Dimensionierung der Strukturen.

Die Verformungen werden hinreichend langsam erzeugt. Anschliefsend ist der verformte
Koérper wieder in Ruhe, so dass die bekannten Gleichgewichtsbedingungen gelten.

Generell gilt: Es werden nur schlanke Tragwerke wie Stébe, Balken und Wellen betrach-
tet.

Schlank heifst, eine der drei Dimensionen einer Struktur ist deutlich grofer als die anderen
beiden.

1 Schnittkrafte und Schnittmomente an schlanken
Strukturen

Veranschaulichung der Problemstellung am einseitig eingespannten Rechteckbalken.
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Wir miissen uns ab jetzt an ein neues Koordinatensystem gewohnen. Unverédndert ist die
x-Achse die Balkenachse. Sie ist nach wie vor die Verbindungslinie aller Schwerpunkte
der Querschnittsflichen unseres Balkens. Neu ist fiir uns die z-Achse, die nach unten
zeigt (frither y nach oben). Die y-Achse zeigt neuerdings aus der Zeichenebene heraus.
Lediglich die Tatsache, dass ab nun gilt ,nach unten ist positiv®, &ndert sich nicht viel.
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Die ,,Uhrzeigerregel“ gilt im neuen Koordinatensystem unverdndert. Gegen den Uhrzei-
gersinn bleibt eine positive Bewegungsrichtung.

Warum ein neues Koordinatensystem? Balken werden haufig durch Gewichtskrifte nach
unten durchgebogen. Aus diesem Grunde hat sich ein Koordinatensystem eingebiirgert,
bei dem eine Koordinatenrichtung nach unten zeigt. Da das fast alle so machen, schliefsen
wir uns an.

Problem: Ermittlung von Schnittkraften und Schnittmomenten an jeder beliebigen Stel-
le x des Balkens.

Losung:
1. Ermittlung der Lagerreaktionen unter Annahme eines starren Balkens.

2. Zerschneiden des Balkens an einer beliebigen Stelle x, Anbringen von Schnitt-
kraften

Fy F'

T tdf
My -

Das Bestimmen der Lagerreaktionen A, M, eines dreiwertig gelagerten Balkens wird
nicht vorgefiihrt, das kennen wir aus TM I zur Geniige. Neu ist fiir uns die differentielle
Kraft tdf. Sie wird nur eine voriibergehende Bedeutung haben. Die Kraft berechnet
sich aus der vektoriellen Spannung ¢, die wir mit der infinitesimal kleinen Fliche df
(das kleine Rechteck) multiplizieren.

a) An jedem Flichenelement df einer Schnittfliche wirkt eine differentielle Kraft £df
mit

t- Spannungsvektor; Einheit %

Die Verteilung der Krifte ¢t df auf einer Querschnittsfliche ist einstweilen unbekannt,
auch dndern sich die Verhéltnisse, wenn wir an einer anderen Stelle x schneiden.

Fiir die Spannung ¢ gilt
t=t(x, y, 2)
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b) Nun werden alle differentiellen Einzelkrafte tdf im Schmttﬂachenschwerpunkt zur

resultierenden Schnittkraft £ und zum resultierenden Moment M zusammengefasst.
Dabei gilt
R = R(x); M = M(x)

Die Abhéngigkeit von den Koordinaten y, z sind wir durch das Zusammenfassen los
geworden

c¢) Zerlegung von R und M in Richtung der Balkenachse x und senkrecht dazu.

Zerlegung von R.
i) In z-Richtung: Normalkraft NV, Beanspruchung Zug oder Druck.

ii) In der Schnittflache liegend: Querkraft ), Beanspruchung Schub. ) ist weiter
zerlegbar in y- und z-Richtung mit den Komponenten Q,, Q..

Zerlegung von M.
i) In z-Richtung: Torsionsmoment M;, Beanspruchung Torsion.

ii) In der Schnittfliche liegend: Biegemoment M), Beanspruchung Biegung. M, ist
weiter zerlegbar in y- und z-Richtung mit den Komponenten My, M,..

Wir erhalten also sechs skalare Schnittgrofen.

d) Berechnung von sechs Schnittgrofen aus sechs Krafte- und Momentengleichgewichten
an einem abgeschnittenen Systemteil.



Technische Mechanik IT MB/MSE  Jo Venghaus 8. September 2023

Das hort sich schlimmer an, als es ist. Wir werden drei typische Beanspruchungen von
Strukturen kennenlernen. Bei Zug/Druck (Axialbeanspruchung) und bei reiner Torsion
werden wir nur eine der sechs Gréfen erhalten. Bei reiner Biegung werden wir drei von
sechs erhalten. Also keine Panik vor der Mechanik.

1.1 Einfache Beansprungsarten
Axialbeanspruchung:

Betrachtet wird eine Séule unter Eigengewicht und dufserer Kraft.

¢ dG = goAdg ldG

7
z, € TA

Wir betrachten eine infinitesimal diinne Scheibe der Sdule. Sie habe die Hohe d£. Diese
diinne Scheibe hat die Eigengewichtskraft dG. Sie berechnet sich aus dem Volumen
der Scheibe (Querschnittsfliche A, Hohe d¢), der Dichte ¢ und der Erdbeschleunigung
g. Warum benutzen wir den griechischen Buchstaben &, gesprochen ’ksi’, konnen wir
nicht einfach x benutzen? Wir benétigen entlang unserer z-Achse zwei unabhéngige
"Mafsbénder’. Einmal x und einmal £. ’iks’ und ’ksi’ sind ganz @hnlich zueinander, sie
fangen beide oben an der Sdule an und haben den gleichen Mafstab.

Bestimmung der Lagerreaktion A,.
£=¢

ZXEO—F—A,E+/dG

£=0
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Die Saule sei ein Stapel aus Bierdeckeln. Jeder Bierdeckel, eine infinitesimale Scheibe
der Saule, hat die Gewichtskraft dG. Wir miissen von oben £ = 0 bis unten £ = ¢
die Gewichtskrifte aller Bierdeckel aufsummieren. Die Summation von infinitesimalen
Grofsen wird Integration genannt.

£=¢
szo:F—Aﬁ/ggAdg

£=0

¢=¢
Y X=0=F-A,+goA /dg
£=0

£=¢
ZXEO:F—Ax—l—gQAf‘
=0

Y X=0=F—A,+goAl
Der Ausdruck g o A/ ist die Gesamtgewichtskraft G der Séaule. Also gilt:
A, =F+G

So viel Aufwand fiir so eine Banalitdt? Sie haben ja recht. Mit dieser umstéandlichen
Methode haben wir das Integrieren geiibt und den schénen Buchstaben ¢ kennengelernt.
Wir werden beides spéter noch brauchen. |
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Bestimmung der Schnittgrofen an der Stelle z.

8

kL
o,
I

Von den angedrohten sechs Beanspruchungsgrofen bleibt nur eine einzige, die Normal-
kraft N(z) iibrig. Weil es das erste mal ist, wird gezeigt, dass es egal ist, ob wir das
obere oder das untere Sdulenteil betrachten. Spéater werden wir uns die Miihe nur ein
einziges mal machen.

Bestimmung der Beanspruchungsgréfse N(z) am oberen Teil.

¢=x

ZXEO:F—N(x)—i—gQA /d§

£=0

N(:L‘):F—FQQAQ?:F-FG%
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Bestimmung der Beanspruchungsgrofe N(z) am unteren Teil.

£t
ZXEO:N(x)—Ax+gQA /df

E=x
N(z)=A; —goA(l 1)
mit A, =F+goAl
N(@z)=F+goAl—goA({l —x)

N(x):F—i—ggAx:F—i—G%

Da haben wir aber noch einmal Gliick gehabt (Zitat aus 'Das Leben des Brian’), beide
Ergebnisse stimmen tiberein. Wir sehen, dass das obere Teilstiick einfacher zu handhaben
ist. Eine untere Integrationsgrenze 0 ist haufig erstrebenswert.

Zeichnerische Darstellung des Ergebnisses. Es wird N(x) {iber x angetragen. Aus An-
schauungsgriinden ist die Wirkrichtung von N(x) um 90° verdreht eingezeichnet.

F
z=0 N(x)
z =/ \
7 F+G
T

Wie kommen wir auf diesen Verlauf? Wir betrachten die Formel N(x) = F' + G 7 und
stellen fest, dass der Verlauf linear ist (keine Verunstaltung von x durch Wurzeln, Qua-
drate 0.4.). Somit geniigt es, zwei Werte zu berechnen, einmal N(z = 0) = F und einmal
N(z = ¢) = F 4+ G. Wir verbinden diese Werte mit einer Geraden und verzieren mit
weiteren Pfeilen wie es uns gefallt.

10
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Torsion:

Gegeben sei eine Welle, mit Radius » und der Lénge 2/¢. Es wirken die bekannten Mo-
mente My, M,. Die Lagerreaktion M, ist bereits freigeschnitten.

1)

3.)

M,

v
' xr
~

Bereich I ‘ Bereich 11

0<x </ (< ax <2/

Lagerreaktionen
ZM[ZE] =0= —MA+M1 —Mg
My = My — M,

Wir betrachten erstmals Torsionsmomente an einer Welle. Denken Sie zur Veran-
schaulichung an einen Feudel, den Sie auswringen. Drei Hinde wringen an unserer
Welle. Aufgestellt wird ein Momentengleichgewicht um die xz-Achse. Zur Vorzeichen-
vergabe: Bilden Sie jedes Moment einzeln mit der rechten Hand ab. Die gekriimmten
Finger zeigen in Richtung des gekriimmten Pfeils. Der abgespreizte Daumen zeigt da-
bei entweder in oder gegen die z-Richtung. Zeigt der Daumen gegen die z-Richtung,
ist ein Minuszeichen fallig.

Bereichseinteilung

Die Welle muss in Bereiche eingeteilt werden, die stetig sind. Ein &uferes Moment
stellt eine Unstetigkeit dar, Anfang und Ende natiirlich auch. Daher stellen wir fest,
dass wir die Welle in zwei Bereiche einteilen miissen.

Schneiden im Bereich I an der Stelle x.

11
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MA:Ml—MQ A[[[
7 7

) )

* ﬁjﬂ My

27

4.) Momentengleichgewicht um die z-Achse, hier linkes Teil

ZM[CL’] =0= —MA+Mt[
My = My
My = My — M,

Nun muss das Ganze noch einmal fiir Bereich II durchgefiihrt werden. Die Schritte
3.) und 4.) werden wiederholt. Da wir bemerkt haben, dass die Langenbemafung bei
Torsion keinen Erkenntnisgewinn hat, lassen wir sie diesmal weg.

3.) Schneiden im Bereich II an der Stelle .

MA = M1 — M2 ]\'{tll

0 (0

z
N
1 My

4.) Momentengleichgewicht um die x-Achse, hier rechtes Teil, denn es hat weniger Be-
standteile als das Linke.

> My = 0= My — M,
M = —M,

12
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Biegung:
Es gibt zunéchst nur vertikale Einzelkrifte der z-z-Ebene. Die Balkenldngsachse (z-
Achse) liegt in dieser Ebene. Folgende Beanspruchungsgrofen treten auf:

e Biegemoment M, # 0,

e Schub @, # 0,

e gelegentlich entsteht Zug, dann gilt N # 0 .

Die drei anderen Beanspruchungsgrofen M,,, M;, (@), treten nicht auf. Aus diesem
Grund kiirzen wir ab. Kiinftig gilt M, = M,, Q. = Q.

Beispiel

Gegeben: Aufere Krifte, Geometrien. Gesucht: Beanspruchungsgrofen.

12
aq a2 1
F1 F2
Y T
A TITITTT777 B
z
1. Lagerreaktionen
14
ay Qa2 1
F A, lF 2
g r
A, B,
z

1) Y X=0=4,
20 Y Z=0=F-A.+F-B.
(3) ZM[A]EOzFlal—Fgag—sz(f—al)

13
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Strategie: (3) — B., B,in (2) —» A,

(3) Bz (é—&l) = —Fl (11+F2(12

_Fgag—Flal
= E—al
Fyay — F
B, in (2) &:E+B—l%—iﬂ

Dies war bisher Stoff aus TM I. Da die Ergebnisse fiir A,, B,

recht umfangreich

sind, werden wir nicht mit den Ergebnissen, sondern mit A,, B, weiter rechnen.
Erst jetzt kommen die neuen Schritte, die wir kennenlernen werden.

2. Einteilung in stetige Bereiche (kiinftig abgekiirzt: Bereichseinteilung)

a a
1 2 1

F1 lFZ
Y

A,

Lo<z <y II: a1 <x < ay +as

Griinde fiir eine Bereichsgrenze sind
e Anfang und Ende der Struktur
e Lager

Einzelkraft oder Einzelmoment

Anfang und Ende einer Streckenlast (noch unbekannt)

Abwinklungen der Struktur

II1:
ap +ag <ax </l

All diese aufgezihlten Griinde stellen eine Unstetigkeit im Verlauf der Struktur dar.
Daher miissen alle nachfolgenden Schritte fiir jeden Bereich gesondert durchgefiihrt

werden.

14
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3. Schneiden im Bereich I an der Stelle z

F My,
Y g Rk G
),
Qr
e
My, Qs F,
< x
N, \ S
" ay TAZ as B,
/
zZ

Beim Anbringen der Beanspruchungsgrofen N, ), M, sind die Regeln zum posi-
tiven und negativen Schnittufer zu beachten.

Bisher waren wir ziemlich frei in der Wahl der Pfeilrichtung von Kréaften und
Momenten. Lediglich beim Thema Reibung gab es eine Ausnahme. Jetzt kommt
eine weitere Ausnahme hinzu. Bei den Beanspruchungsgréfen N, @), M, haben wir
keine Wahl. Wir definieren positive und negative Schnittufer. An dem positiven
tragen wir die Beanspruchungsgrofsen N, ), M, in positiver Koordinatenrichtung
an, am negativen in negative Richtung. Klingt logisch, nur, woran erkenne ich ein
pos./neg. Schnittufer? Aus einem positiven Schnittufer kommt die x-Achse heraus,
in ein negatives Schnittufer sticht die z-Achse hinein. Im Bild ist oben das positive,
unten das negative Schnittufer. Sie sind markiert mit S+ und S—

Warum diese Einschrénkung? Wir werden aus den Beanspruchungsgrofsen N, @), M,
demnéchst Spannungen berechnen. Fiir die gibt es — im Gegensatz zu Kréaften —
eine feste Vorzeichenregelung (Zugspannungen sind positiv, Druckspannungen sind
negativ). Damit die Spannungen vorzeichenkorrekt berechnet werden kénnen, fan-
gen wir jetzt schon damit an, die Beanspruchungsgrofen regelgerecht anzutragen.
Bei den Lagerreaktionen kénnen wir trotzdem Kréafte und Momente antragen, wie
es uns gefillt.

4. Krifte- und Momentengleichgewicht um S, hier links

Es ist immer eine hervorragende Idee, das Momentengleichgewicht um die Schnitt-
stelle aufzustellen. Das linke Balkenteil wahlen wir, weil es sehr viel iiberschaubarer

15
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ist, als das rechte. Faulheit siegt.

ZXEO:N[
ZZEOZF1+Q1
ZM[S] =0= M, + Fx

Nur eine Unbekannte in jeder Gleichung, das ist schén. So wird es immer sein, wenn
wir das Momentengleichgewicht um die Schnittstelle aufstellen. Farbmarkierungen
konnen also bei diesem Schritt kiinftig entfallen.

N =0, Qr = —I, My =—-Fiz

Nun miissen wir den Bereich II behandeln. Wir gehen zwei Schritte zuriick und
beginnen von vorn

3. Schneiden im Bereich II an der Stelle z

Fy My
Y S+ ]& I

a TAZ lQI}I

]\’/[b[ QI I F 2
4 .

4. KG und MG um S, hier links

Erneut wahlen wir das linke Balkenteil. An linken Balkenteilen sind die Hebelarme
in der Regel etwas einfacher zu finden.

ZXEO:NII
ZZEO:Fl_Az+QII
ZM[S] EOZMb][—I—FlZL‘—AZ(I‘—(Ll)

NHIO, QH:AZ—Fl, MbH:Az(x_al)_le

16
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3. Schneiden im Bereich III an der Stelle 2

F Fy Myrrr
Y S+* ]&H

)
ax TAZ as lQH[

| v
My T Qrrr
4 2
¢

N\ S
é II7 TBZ

2 I

4. KG und MG um S, hier rechts

Diesmal wahlen wir das sehr tiberschaubare rechte Balkenteil. Die Hebelarme wer-
den wir schon schaffen.

ZXEOZ —N[[[
ZZEO:_QIII_BZ
ZM[S] =0= My + B, (f—x)

Niir =0, Qrir = —B., My =B, ({ — x)

Wire dies eine Ubungs- oder Klausuraufgabe, so miissten wir die Lagerreaktio-
nen A., B, einsetzen, um auf verwertbare Ergebnisse zu kommen. Wir verzichten
ausnahmsweise hier darauf und hoffen, dass solche Aufgaben etwas einfacher sind.
Schauen wir uns eine Ubungsaufgabe an.

17
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1.1.1 Ubungsaufgabe, der Haken

Fiir die folgenden Anordnungen sind die Beanspruchungsgrofen zu ermitteln und gra-
phisch darzustellen.

a)

F
T Y—
F
4
¢
%
A 920
b)
m
A
I VA
¢
F
.\ / ¢

18
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a)

1. Lagerreaktionen

Bereich 11,

Aw/ Bereich I, 0<z <2/

2/

Y X=0=A4,-F
Y Z=0=-A.+F
D Mg =0=May+Fl—F-20
A,=F,  A,=F,  My=F{(

2. Bereichseinteilung

Im obigen Bild sind die Bereiche bereits vermerkt. Grund fiir die Bereichsgrenze
ist die Abwinklung. Im Bereich I wird der Balkenverlauf durch x beschrieben, im
Bereich IT durch z. Dies erfolgt iibrigens von oben nach unten. Der Wechsel von
x auf z stellt eine Unstetigkeit dar.

Bereich I. 0< a2z <2/, Bereich II: 0<2z2</

3. Schneiden im Bereich I an der Stelle z
F
M,
[ S+ ! F
MAT 4, Qr

¢

N, U S-

20
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4. KG und MG um S hier links

Das linke Balkenteil ist iiberschaubarer. Auch die Hebelarme sind einfach zu er-
mitteln. Lediglich das Vorhandensein von zwei Momenten an unterschiedlichen
Stellen an einem Teil bedarf unserer Aufmerksamkeit (oder gerade nicht, wie wir
gleich sehen werden).

ZXEOzAm—i—NI
Y Z=0=-A+Q
ZM[S]EOZMA-FMM—AZ:E

Die beiden Momente M4, My; werden schlicht aufsummiert. Der Abstand x zwi-
schen den beiden spielt iiberhaupt keine Rolle. In TM I haben wir gehort, dass
Momente beliebig verschoben werden kénnen. Wehe hier verpasst jemand einem
Moment noch einen "Hebelarm z’. Das gibt einen sehr hésslichen Einheitenfehler,
der einem alles versaut.

Ny = —A,, Qr=A4., My = A, v — My
Mit den bekannten Lagerreaktionen gilt:

NI:—F, Q[:F, Mb]:F(l'—g)

3. Schneiden im Bereich II an der Stelle z

F
r Y AN
1 2z Qi lz S— HA"[bli
> ' ——
Mbg ]8th Q1 )
1y
Ay
/F
VA TAZ 2/
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4. KG und MG um S hier oben

Unser Balkenstiick verlduft ungewohnt. N und @ tauchen vertauscht auf. Aufer-
dem ist die Laufvariable z.

Y X=0=-F+Qu
ZZEOZF+N[[
ZM[S]EO:M(,U—FFZ

QH:F7 NHZ—R My =—-F=z

5. Graphische Darstellung der Beanspruchungsgréfien, nach unten ist positiv!

Normalkraft -

N[I

Querkraft .

Qur

Qr

Qr=F, Qu=1r
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Biegemoment

——
Mbl\\\

Mb[(l’ = 0) = —Fg, Mb[(l' = 2€> = —FFE, Mb[[<2 = 0) = 0, Mb[[(Z = E) =—-F/.

b)

1. Lagerreaktionen

—
&

27

ZXEOsz

Y Z=0=-A.+F+B.
D Mp =0=Ft-A.-2¢

22



Technische Mechanik IT MB/MSE  Jo Venghaus 8. September 2023

2. Bereichseinteilung

M

<

Bereich III,

0<2z2</
Bereich I Bereich II
0<z</ (< ax<2/
AN |
Drei Bereiche, na viel Spafs
3. Schneiden im Bereich I an der Stelle z
B,

My Y
xr < p—
g ¥ G B
) : :

-}
Az Ql
X

M, AQ lF
4

< N
N, LS

27

4. KG und MG um S hier links
Y X=0=N,
ZM[S] =0= Mb[—Azx
Mit den bekannten Lagerreaktionen ergibt sich

F Fzx
Ny =0, Q1=+ MbIZT
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3. Schneiden im Bereich II an der Stelle x

B,
¢ FoooM
Ij\]f Y<_
Y siX g B,
)
Az lQli
r 12

4. KG und MG um S hier links
Y X=0=Ny
Y Z=0=-A+F+Qu
ZM[S] =0=My;— A,z +F(z— 1)

N[]:O, Q][:AZ—F, Mb][:Azl'—F(ZE—g)

Mit den bekannten Lagerreaktionen ergibt sich

F T
Niu=0,  Qu=-%, My=F(-2)
2 2
3. Schneiden im Bereich III an der Stelle 2
B,
: Y .
'I1T
1 2z Qiffr | S Myrrr
— e
VMR ]S\7+ Q11
0 IIr
\/
F
e g

24



Technische Mechanik IT MB/MSE  Jo Venghaus 8. September 2023

4. KG und MG um S hier oben

ZXEO:_Bx+QIII
ZZEOZBZ—i-N[][
ZM[S] =0= M1+ B,z

Mit den bekannten Lagerreaktionen ergibt sich

F

QHI:O, NIHZE, MbIIIZO

5. Graphische Darstellung der Beanspruchungsgrofen, nach unten ist positiv!

Normalkraft > N
Y Nt
| N; Nir
N ]
F
NI:Oa NII:O7 NIIIZE
Querkraft _6_2,
Qrrr
A A
Qr
A Y Y QII
@ F
QI=+§, Q11=—§7 Qrr=0
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Biegemoment —

Mb[(x = O) = O, Mb[(l’ == 6) == F—,

l
Mb[](l' = 6) = FE’ Mb[[(x = 2€) = O, MbIII = 0
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1.2 Kontinuierliche Belastung bei Biegung

Wir bleiben bei der Ermittlung der Beanspruchungsgrofen N, @, M, bei Biegung, wollen
aber eine neu Art der Belastung von Balken kennenlernen. Bisher hatten wir Einzelkréaf-
te, die punktférmig angreifen.

Gelegentlich tauchen aber Kraftverteilungen auf. Denken Sie beispielsweise an die Schnee-
last auf einem Flachdach. Bei diesem Beispiel verteilt sich die Gesamtgewichtskraft allen
Schnees auf eine Flache. Zudem kann es sein, dass die Schneehche nicht iiberall gleich
ist, da es Verwehungen gibt.

Weg von diesem Beispiel. Wir betrachten hier schlanke Strukturen mit ’Schneelast’
(denken Sie an ein schmales Brett als Biegebalken). Uber die Balkenlingsachse mag
die Schneehdhe so variieren, dass das beriicksichtigt werden muss. Hingegen kann die
Variation der Schneehohe iiber die geringe Balkenbreite gut vernachléssigt werden. Wir
werden die Gesamt’schneelast’ nicht auf eine Fléche, sondern nur auf die Balkenldngsach-
se beziehen.

Statt 'Kraft pro Fldche’ beim Flachdach werden wir mit Kraft pro Strecke rechnen.
Das ganze nennen wir Streckenlast.

Streckenlast: Formelzeichen ¢, FEinheit N/m (Newton pro Meter).

Wir werden jetzt die Behandlung von Streckenlasten kennenlernen. Zunéchst betrei-
ben wir die mathematisch perfekte Methode mit Integration und dem schon von der
Séule bekannten 'zweiten Makband’ ¢ (ksi). In einer Ubungsaufgabe dazu werden wir ei-
ne zweite, viel einfachere Methode kennenlernen, die aber eine gemeine Fehlergefahr hat.
Sollte die Schneehohe entlang der Balkenlédngsachse unterschiedlich sein, so gilt ¢ = ¢(z)
oder ¢ = ¢(&), je nachdem auf welches Makband wir gerade schauen.

Betrachtet sei eine Belastung durch Streckenlast. Sie wird beschrieben als eine an der

Stelle ¢ wirkende differentielle Einzellast der Grofe ¢(€) d€
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q(§)d¢

dg
fF— q(§)

x
1. Lagerreaktionen im gewohnten Koordinatensystem .

Zzzoz—A—B+/q(g)d§

D M =0=B(- [q()¢ds

O\N

Wiire ¢(€) gegeben, so wéren A, B berechenbar. Wir setzen sie als bekannt voraus.

Unsere rote Beispielkraft ¢(£) d¢ wandert von links (£ = 0) nach rechts (¢ = /)
den Balken entlang und wird aufsummiert (integriert). Im Momentengleichgewicht
muss mit dem Hebelarm & multipliziert werden. Da die differentielle Groke in
einem Integral immer am Schluss steht, haben wir den Hebelarm ¢ ’dazwischen
gequetscht’.

2. Bereichseinteilung: Nur ein Bereich. Es gilt 0 < z < /.

3. Schneiden im Bereich an der Stelle x
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C

/wf

—
7

Da wir das linke Balkenteil betrachten werden, haben wir in das linke Teil die rote
Beispielkraft ¢(£) d¢ eingezeichnet.

4. KG und MG um S

T

ZZEO:—A+Q+/q(£)d§

T

0

Bei dem betrachteten linken Teil wird nur vom linken Ende (£ = 0) bis zur Schnitt-
stelle (¢ = z) integriert. Der Hebelarm der roten Beispielkraft lautet diesmal
(x — &). Hier wird noch einmal deutlich, wozu wir ’zwei Mafbénder’ brauchen.
x beschreibt immer die Schnittstelle, £ bendtigen wir als Laufvariable zum Inte-
grieren.

Wir wiirden ja gerne integrieren aber leider, leider hat uns niemand gesagt, welche
Funktion ¢(§) hat. Bis auf diesen Schonheitsfehler konnten wir jetzt @ und M,
ausrechnen. Dass N = 0 ist, wussten wir von Anfang an.
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1.2.1 Ubungsaufgabe, Streckenlast 2, 1

Wir behandeln einen Biegebalken mit Streckenlast. Erneut sind die Beanspruchungs-
grofen N, @, M, gesucht. In einem ersten Durchgang werden wir wie in der Vorle-
sung die vornehme Version mit Integration durchfithren. Damit das funktioniert, ha-
ben wir eine besonders einfache Streckenlast. ¢(£) wird konstant sein. Es wird gelten

q(§) = qo = const

do
x
A B
Js l
Gegeben: qq, ¢, gesucht: Beanspruchungsgrofien.
1.) Lagerreaktionen
qo d€
do
A, +f|fdg
. x
A A
A § B
14
z

ZXEO:Ax
l
ZZEOz—AZ—BJr/qug

0

l
ZM[A] Eo:Bf—/qogdg

Letzte Gleichung: gy d¢ ist die Kraft, das £ dazwischen ist ihr Hebelarm.

Jetzt muss integriert werden. Aus den Mathevorlesungen miissten wir wissen, wie
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Polynome integriert werden. Konstante Faktoren, bei uns ist das ¢y, bleiben unveran-
dert erhalten. Summen im Integral werden Summandenweise einzeln integriert (hier
gerade kein Problem). Ansonsten miissen wir nur folgende Félle beherrschen: Es gilt:

l

!%%Z%E

L

2
[weac=nf

14

0

~

3 4

2 f— R
Q& df—%3 .

[e=]
~ O

Der senkrechte Strich rechts aufsen liest sich: ,In den Grenzen 0 bis £“. Nach dem
Integrieren miissen wir die Grenzen einsetzten. Zunéchst wird £ durch £ ersetzt (obere
Grenze). Dann kommt ein Minuszeichen und das Ganze noch einmal, dabei wird £
durch 0 (Null) ersetzt (untere Grenze). Immer wenn die untere Grenze Null ist,
kann man sich den zweiten Schritt sparen, da kommt nichts bei raus, was abgezogen
werden muss.

Weiter im Text. Wir sehen, dass A, = 0 ist und machen mit dem Momentengleich-
gewicht weiter, um zunéchst B zu berechnen.

¢
Bl= [ q&dS
/

¢ |
Bl=qy
2 0
62
BgquE—O
14
B :(Jo§

Mit dem FErgebnis fiir B kénnen wir aus dem KG in z-Richtung die Lagerreaktion
A, errechnen.

¢
AZ:—B+/qod§
0
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Wir setzen unser Ergebnis fiir B ein und fiir £ die obere Integrationsgrenze ¢, die
untere ist 0 und liefert daher keinen Beitrag.

14
A =—q 5 +qo !

l
A, = qo 3
Hinweis fiir unsere kiinftige zweite Methode, Streckenlasten zu behandeln. Beide
Lagerkrafte A,, B sind gleich und haben jeweils die Hélfte von ¢of. Dieses qg/
reprasentiert die Gesamtkraft der gegebenen Streckenlast. gy ¢ ist gleichzeitig der
Flécheninhalt unseres zeichnerischen Symbols (Rechteck) fiir die Streckenlast. Diese
Erkenntnis werden wir spater nutzen und die Integriererei umgehen.

Bereichseinteilung, nur ein Bereich, es gilt 0 < x </
Schneiden im Bereich an der Stelle x

Wir betrachten das linke Teil. Auferdem beachten wir die Regeln mit dem positiven
und negativen Schnittufer beim Einzeichnen von N, @), M,. Wem das nichts sagt,
bitte in vorherigen Unterlagen recherchieren.

qo d€
qo0 )
A, ]+ d¢ +§be
A, Q
x
A
]\'/jb Q
. -
N \ S- .
14
VA
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4.) Krifte- und Momentengleichgewicht um die Schnittstelle (kurz: KG und MG um S)
hier linkes Balkenteil

ZXEO:N

S z=0--4+Q+ [

0
T

0

Vorsicht: Die obere Bereichsgrenze ist jetzt = (nicht £), denn bei x endet das von uns
betrachtete linke, abgeschnittene Balkenteil.

Warum ist der Inhalt des letzten Integrals immer so verwirrend? Unsere differentielle
Einzelkraft gy d¢ wird immer zerrissen. Das liegt an der Schreibweise eines Integrals.
Der Integralhaken ist der Anfang, die Grofe dé symbolisiert das Ende eines Inte-
grals. d€ muss also an den Schluss. Dazwischen landet mit (z — &) der Hebelarm der
differentiellen Einzelkraft ¢y d¢.

Wie {iblich bei Punkt 4 konnen wir von oben nach unten die drei Gleichungen abar-
beiten. Es ist pro Gleichung nur eine unbekannte Grofse enthalten.

N=0
Q=4 [ma
0
Vorsicht jetzt kommen zwei Schritte gleichzeitg: 1. A, ersetzen, 2. Integrieren
e €T
Q = qo 5 ¢
0

Obere Grenze einsetzen, die untere taugt wieder zu nichts

14

Q:(JO§—QOSU

Das kann noch vereinfacht werden

Q=q <§—$)

Einheitencheck: Newton durch Meter (go) mal Meter (¢ oder z) gibt Newton. Das
passt flir die Querkraft Q).

33



Technische Mechanik IT MB/MSE  Jo Venghaus 8. September 2023

Jetzt das Momentengleichgewicht. Im Integral steht ein Klammerausdruck. Es ist
sehr empfehlenswert, ihn auszumultiplizieren.

x

xT

ZM[S] =0= —Azx+Mb+/(qox— qo&) d€
0
Wieder 2 Schritte gleichzeitig. 1. nach M, auflosen, 2. A, ersetzen.

MbZQOéfL’—/(CIOl’—QOf)df

2
0
Das Integral mit Differenz im Inneren wird in zwei Integrale aufgespalten. Auf die

Vorzeichen achten.
X X

M=ago- [wede+ [mgds
0 0
Jetzt wird endgiiltig klar, weshalb die zwei Malkbander z, ¢ so wichtig sind. Bei
diesen Integrationen ist z eine Konstante, und ¢ ist die Variable, iiber die integriert
wird. Leider ist das sehr verwirrend, weil in Mathe immer iiber = integriert wird.

Wir integrieren:

x 2%

14
MbZCIOQI—Conﬁ tas
0 0
2 Schritte: 1. go ausklammern, 2. obere Grenze einsetzen, jaja, die untere ...

/ 2
Mb:qo<§x—x2+%>

Da geht noch was. HEY: nicht nur abschreiben, selber nachrechnen

Mb:%w—x)

Einheitencheck: Newton durch Meter (¢o) mal Meter (x) mal Meter (¢ oder x) ergibt
Newton Meter, was wir fiir das Biegemoment M, auch gerne so haben.

Wir stellen fest. Bei Streckenlasten ist die Querkraft ) nicht mehr konstant wie bisher,
sondern linear von x abhéngig. Das Biegemoment M, war schon immer von x anhéngig.
Neu ist, dass M, von x? abhingig ist, also einen parabolischen Verlauf hat (die Form
einer Parabel hat).

Die graphische Darstellung der Ergebnisse wird zu einem spéateren Zeitpunkt nachge-
liefert.
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Gleiche Ubungsaufgabe mit Ersatzkriften

Es gibt eine sehr viel einfachere Vorgehensweise, bei der jedoch ein hésslicher Fehler
moglich ist. Roter Text wird auf die Gefahren hinweisen.

qo

Gegeben: qq, ¢, gesucht: Beanspruchungsgrofien.
1.) Lagerreaktionen

Wir haben festgestellt, dass der ,Flacheninhalt® unserer Streckenlast in den Ergeb-
nissen auftaucht. Wir haben hier eine rechteckformige Streckenlast. Die Fléiche eines
Rechtecks berechnet sich aus dem Produkt der Kantenldngen. Bei uns ist die ,,Fléche
der Streckenlast ¢q ¢. Sie reprasentiert die Gesamtkraft der Streckenlast. Wir lassen
sie hilfsweise im Flachenschwerpunkt angreifen. Der Schwerpunkt wird mit den Dia-
gonalen angedeutet. Er liegt auf halber Lange bei £/2 (wichtig), die halbe Hohe ist
vollig unwichtig (Kréafte konnen langs ihrer Wirkungslinie verschoben werden). Die
Lagerreaktionen und nur die werden wir mit der Ersatzkraft gy ¢ bestimmen.

4o
. —
-
A qot A
A, £/2 ¢ B
V4
4

ZXEO:AJC
Y Z=0=-A. - B+l

14

Das sieht schon sehr viel freundlicher aus. Wieder ziehen wir das Momentengleich-
gewicht vor, um zunéchst B zu berechnen.
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qo (2
Bl=—
2
qo 0
B=1"
20
Jetzt gaaanz vorsichtig kiirzen, da sind schon schlimme Sachen passiert.
qo !
B=—
2

Mit dem FErgebnis fiir B kénnen wir aus dem KG in z-Richtung die Lagerreaktion
A, errechnen.

=-B+q/!

A,
14
A =24 q0
2
A,

R
= 4o 5
Der ,Flacheninhalt® der Streckenlast gy ¢ verteilt sich halftig auf die beiden Lager.
Wussten wir schon.

Bereichseinteilung

Jetzt wird es gefdhrlich. Wir miissen die Ersatzkraft ¢, ¢ an halber Balkenldnge auf
jeden Fall jetzt entfernen. Denn fiir die Bereichseinteilung und alles Weitere ist sie
nicht existent.

Nur ein Bereich, es gilt 0 < x < /¢

Wiirden wir wegen der Ersatzkraft qo ¢ an halber Balkenlédnge eine Bereichsgrenze
einbauen, hatten wir ein riesen Problem. Wir miissten wegen der zwei Bereiche al-
les doppelt machen und alles wére falsch. Wir haben namlich keinen Balken mit
Einzelkraft auf halber Lénge.

Schneiden im Bereich an der Stelle x
Wieder betrachten wir das linke Teil. Natiirlich beachten wir die Regeln mit dem

positiven und negativen Schnittufer beim Einzeichnen von N, @, M,,.

Nun kommt eine neue Ersatzkraft. Die Regeln sind die gleichen, nur das Ergeb-
nis ist anders. Die Streckenlast auf dem linken, abgeschnittenen Balkenteil hat einen
,Flacheninhalt von gy z. Das ist unsere neue Ersatzkraft, die wir bei 2/2 anbringen,
egal von welcher Seite wir schauen.
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qo
M,
A,
> == * ]i
A T/2 do T )
A, Y Q
X
j\[b Q
4 x
NS \
B
12
z

4.) KG und MG um S
ZXEOzAZ—i—N
ZZEO:—AZ—i—Q—i—qu

x
ZM[S] 50:—A2$+Mb+qox-§

Von oben nach unten

N=0
l
Q:(JO'E—C]ox
l
Q = qo (E_I)
2
My= Az — gy =
2
fir A, das Bekannte einsetzen
14 x?
M: . —_— —_— JE—
b= 4o Zx CI02
Mb:M(f—x)

2

Einheitencheck nicht vergessen.
5.) Graphische Dartsellung der Ergebnisse

Jetzt wollen wir die Verlaufe der Beanspruchungsgrofsen ermitteln. N ist einfach, die
Normalkraft ist immer Null. @) ist linear von x abhéngig. Daher werden wir an den
Bereichsgrenzen x = 0 und = ¢ Werte bestimmen und dann eine Linie ziehen.

37



Technische Mechanik IT MB/MSE  Jo Venghaus 8. September 2023

N
Q
Qe=0=2%  Qu=n=--2

Wer hier Zahlenwerte vermisst, kann sich gerne selber welche schiefsen, z. B. ¢gg =100 N /m,
¢ =1m. Wir kommen dann auf 50 N und -50 N

Beim Biegemomentenverlauf stellen wir fest, dass 2% auftaucht (genau hingucken,
wir haben vielleicht zu sehr ausgeklammert). Also haben wir parabolischen Verlauf.
Wir werden wieder an den Bereichsgrenzen = 0 und = = ¢ Werte bestimmen.
Zusitzlich werden wir auf halber Balkenlénge x = ¢/2 einen Wert bestimmen. Wenn
wir dann immer noch nicht ahnen, wohin der Hase lduft, dann schauen wir noch bei
x = (/4 nach. Auf gehts, selber machen, hier gibt es nur Ergebnisse:

12 qo 62 l 3 qo 52
b(l‘ O) O, b(% f) 0, b (LU 2) 3 3 b (l‘ 4) 32

Mit unseren Phantasie-Zahlenwerten kommt dabei heraus:

My(x =0) = My(x =0)=0; M, (93: g) =12,5Nm; M, (a:: g) =9,3Nm.

M,

Raten Sie mal, wo der Balken kaputt geht, wenn er diese Last nicht tragen konnte.
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1.3 Zusammenhang Biegemoment M;,, Querkraft ) und
Streckenlast ¢(z)

Wir betrachten ein sehr kurzes Stiick unseres Balkens mit der infinitesimalen Lange
dz.

Die Normalkraft N wird hier von Anfang an weggelassen, wir gehen davon aus, dass sie
wieder einmal null ist. Das infinitesimal kurze Stiick Balken, das wir an der Stelle x aus
unserem Gesamtbalken herausgeschnitten haben, wird iibertrieben lang dargestellt, da-
mit wir Platz zum Zeichnen haben. Es ist mit einer Streckenlast ¢(x) belastet. Ubrigens,
das Mafsband ¢ brauchen wir hier nicht. Die Streckenlast konnte in ihrer Hohe variabel
sein, jedoch wiirden wir das auf dem extrem kurzen Balkenstiick dz nicht merken. Da-
her betrachten wir ¢(z), nicht ¢(§) oder g. Positives /negatives Schnittufer wird beachtet.

Am linken Ende unseres betrachteten Stiicks tragen wir () und M, regelgerecht an. dort
ist die Stelle 2. Am rechten Ende kommt zu jeder Grofe eine differentielle Anderung
hinzu.

q(z)
Q
L@ f M, + dM,
7/ K S— S+
M, — 1
z ‘ dz Q+d@
Stelle z | Y Vstelle z + dx

q(z)dz
Kraftegleichgewicht in z Richtung:

Y Z=0=(Q+dQ) - Q+q(x)dx,

d@Q = —q(z)dz.
(IL.1) g = —q(x)

Momentengleichgewicht um das rechte Ende des Balkenstiicks:

dx
Z Mirechts) =0 = (Mp + dM,) — My, — Qdzx + g(x) dx7

Der Ausdruck ¢(x) d.CEdQ—x ist klein von zweiter Ordnung und wird vernachléssigt.
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Diirfen wir das? Na klar. Wenn wir eine infinitesimale Zahl, die schon unendlich klein
ist, quadrieren (dz?), dann bleibt da nichts verniinftiges von iiber.

AM, = Qdx
dM,
11.2 S
(11.2) o =@

Die Ableitung der Querkraft ) nach x ergibt die negative Streckenlast. Die Ableitung
des Biegemoments M, nach z ergibt die Querkraft. Wofiir das gut ist, erschlieftt sich jetzt
noch nicht. Zu einem spéteren Zeitpunkt benotigen wir die beiden Zusammenhénge.
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1.3.1 Ubungsaufgabe, Teilstreckenlast

qo0

Gegeben: qq, ¢, Gesucht: Beanspruchungsgrofien.

Zur Behandlung von Streckenlasten gibt es zwei Methoden. 1.) Integrieren tiber £. Das
ist die mathematisch korrekte aber recht umsténdliche Methode. 2.) Verwendung von
Hilfskréften. Ehrlicherweise kann ich fiir die Klausur nur letzteres empfehlen. Aus diesem
Grunde werde ich hier nur das vorfiihren. Sie sind eingeladen, sich an der Integrations-
methode zu versuchen, es muss das gleiche herauskommen.

1. Lagerreaktionen Wir ersetzen die Streckenlast durch die Hilfskraft ¢,/ im Schwer-
punkt des Streckenlastsymbols (Rechteck).

q0

A, e
[ | x

>
qQot
g 6 1

ZXEO:Az

ZZEO:—AZJrqOE

3

A, =0
Az:qoé

3 2
MA:§(]0£
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2. Bereichseinteilung

An dieser Stelle miissen wir darauf achten, dass die Hilfkraft qq ¢ entfernt wird. Sie
darf kein Grund fiir eine Bereichsgrenze sein

qo0
/,: x
MA* ?AZ Bereich I, 0 <z </ Bereich II, ¢ < 2 < 2/

Ay

z

3. Schneiden im Bereich I an der Stelle z

Die Eintragung der neuen (alten) Hilfkraft im rechten Balkenteil hitten wir uns
sparen konnen, da wir das linke Balkenteil betrachten werden. Ubung schadet nicht,
daher doch eingezeichnet.

]\'/jbl
Ay
[y T, o
A )
MA* Az l QI
s
]\'{b] T Q[ qo ><
| x
vj U S qo €
o 0/2 (/2
z

4. KG und MG um S, hier links

Y X=0=N,
ZM[S]EOZMA+Mb1—AZx
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N[:O
QI:AZ
Qr=qol

MbI:_MA—i_Azx

3
My = —3 q@l® + qolx
3
Mb[:qOE(ZL‘—ﬁé)

3. Schneiden im Bereich II an der Stelle z

qo0 )
M
A, * bﬁ\f,
[y L\
g ]
A, 14 Qrr
T 20 —x
x
¢
Nip LS qQo (20 — )
20 \/
z

4. KG und MG um S, hier rechts

Im Zweifel nehmen wir immer das linke Balkenteil. Hier besteht aber gar kein Zwei-
fel, dass das rechte Balkenteil weniger aufwéandig ist. Also betrachten wir diesmal
das rechte. Was im Schnittbild mangels Platz nicht eingezeichnet ist, ist der Hebel-
arm der Kraft ¢y (2/ — z) beziiglich der Schnittstelle. Versuchen Sie ihn zunéchst
selbst zu finden. Komplizierte Hebelarme sind der Preis, den wir bezahlen, wenn
wir rechte Balkenteile betrachten.
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ZXEOZ—NH

ZZEOI—Q11+QO(2€—:U)

20 —x
ZM[S]EOZ—MI,]]—Q()(QE—I)- 9
N[[ — 0
Qrr = q (25— x)
20 — x)?
Myrr = —qo %
22
MbII = qo (2£l' — 252 — ?)
5. Graphische Darstellung
Wir fassen zusammen:
3
Nr =0, Qr=qlt, MbIZQO£<$_§€>

72
Nip=0, Qu=q@2l—x), Myur=q (2555—252—7)
Die Normalkréfte sind beide Null und brauchen nicht dargestellt zu werden.
Die Querkraft im Bereich I ist konstant, im Bereich II verlauft sie linear mit x.

Das Biegemoment im Bereich I verlduft linear mit z, im Bereich II werden wir
den Teil einer Parabel finden, da z? auftaucht.

Sie berechnen an den Bereichsgrenzen Werte fiir () und M,. Zahlenwerte kénnen

Sie gerne erfinden. Bei dem Parabelast berechnen Sie noch einen Wert in Bereichs-
mitte bei x = 3/2 (. Falls das nicht reicht, errechnen Sie weitere Punkte. |
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Verlaufe von Querkraft und Biegemoment

z=0 =/ z =2/

Parabel
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1.3.2 Ubungsaufgabe, Sprungbrett

zum selber rechnen

Gegeben: F, ¢, o, gesucht: Beanspruchungsgrofsen.

Ergebnisse:

Die Normalkrafte in allen Bereichen sind konstant mit den Werten N = —F cos«

Fiir die Querkrafte gilt:

F
Q= 5 (1 —sina),

F
Qi = —3 (1+sina),

Q[[[ = F sina.

Bei den Biegemomenten ergibt sich der folgende Verlauf, wenn Sie annehmen o = 30°:

e
2
| | |
M, =/ r=2/ =23/
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1.3.3 Ubungsaufgabe, Streckenlast 3

zum selber rechnen

Bestimmen Sie die Beanspruchungsgrofen und stellen Sie diese graphisch dar.

Gegeben: qg, /¢

Losungen:

N=0. Q=a(-2), M=-T(->

Verlaufe von Querkraft und Biegemoment

z=0 z =1/
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1.4 Zusammengesetzte Beanspruchung Biegung und Torsion

Nun betrachten wir zusammengesetzte Beanspruchungen. Das betrachtete Objekt, eine
Handkurbel, ist extrem low tech. Trotzdem ist dieses Beispiel fiir maschinenbauliche
Probleme gut anwendbar. Ersetzen Sie die Handkurbel gedanklich durch ein Zahnrad.
Die am Handgriff wirkende Kraft entspricht der am Zahn, der sich gerade im Eingriff
befindet angreifenden Kraft. Wenn Sie also im néchsten Semester Thren Getriebebeleg
erarbeiten, haben Sie hier eine Vorlage fiir die Ermittlung von Beanspruchungsgrofsen
in Getriebewellen. Wehe Sie sagen dann, ,s0 etwas haben wir noch nie gehabt®.

Bisher hatten wir entweder Biegung (Biegebalken) oder Torsion (Torsionswellen). Nun
betrachten wir einen Fall, bei dem beide Beanspruchungen kombiniert vorkommen.

Bereich 1

1. Lagerreaktionen

M, [

M,g Fg

Wir sehen auf den ersten Blick, dass keinerlei Kréfte in z-Richtung vorhanden
sind, so dass wir auch keine Lagerreaktionen in z-Richtung eintragen. Neu ist bei
der Lagerung, dass wir zwei Momente betrachten miissen.
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Y Z=0=F-Fg

ZM[x] =0=-Fb+ M,k

ZM[y] =0=—-F(a+c)+ My
FE:F, MmE:Fb, MyE:F(cH—c)

Hier ist einiges ungewohnt. Bisher haben wir beim Momentengleichgewicht den Be-
zugspunkt angegeben, jetzt geben wir an, um welche Achse das MG vorgenommen
wird. Der Bezugspunkt ist — auch ohne dass er angegeben wird — die Lagerungsstel-
le. Die Vorzeichenregel beim MG um y ist unsere altbekannte Uhrzeigersinnregel.
Beim MG um z ist das Moment F'b negativ angesetzt, weil diese versuchte Dreh-
bewegung im Koordinatensystem y — z eine negative ist. Warum? Unser Moment
F'b klappt nicht die y-Achse auf die z-Achse, sondern umgekehrt. Weiterer Erkla-
rungsversuch: Die gekriimmten Finger der rechten Hand beschreiben das Moment
(=angestrebte Drehbewegung) der Kraft F' an der Kurbel. Dabei zeigt der Dau-
men nach links. Das ist gegen die z-Richtung, daher negativ.

Wer mit dieser Gedankenturnerei nicht klar kommt, stellt den Orts- und den Kraft-
vektor auf und berechnet das Kreuzprodukt. Vorzeichen werden dann berechnet
und nicht durch scharfes Hingucken bestimmt.

2. Bereichseinteilung Es gibt 3 Bereiche, siehe Aufgabenstellung.

3. Schneiden im Bereich I an der Stelle x
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Wir haben wieder drei Beanspruchungsgrofsen, jedoch diesmal andere. Die Nor-
malkraft haben wir in weiser Voraussicht weggelassen, sie wire Null; hinzu kommt
das Torsionsmoment, weil wir an der Kurbel drehen.

4. KG und MG um S hier rechts

4. KG und MG um S hier oben/hinten

ZZEOZF+Q[[
ZMM =0=—Fy+ My
ZM[y] EOZ—FC+MtI[

Qi = —F, Myerr = Fy, M= Fec
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Ungewohnlich ist im Bereich II, dass das Torsionsmoment ein Moment um y und
das Biegemoment eines um z ist. Im Bereich I war es umgekehrt. Das liegt dar-
an, dass die betrachtete Struktur im Bereich II (Kurbelwange) rechtwinklig zur
Struktur im Bereich I liegt.

3. und 4. Bereich III

Der Bereich III kann leicht selbst gelost werden, wenn das rechte Teil betrachtet
wird.

Qrr = F, Myyrir = —F (a+c—x)

2 Spannungsanalyse

Wir wenden uns jetzt einem génzlich neuen Thema zu. Wir wollen kennenlernen, wozu
die Beanspruchungsgrofsen eigentlich gut sind.

Zielstellung: Lokale innere Beanspruchungen, d.h. der innere Spannungszustand in jedem
Punkt eines Korpers ist zu untersuchen.

Methode: Zerschneiden des Korpers in infinitesimale Volumenelemente und Freilegen
von Schnittkriften auf den Schnittflichen. Stellen Sie sich vor, wir zersigen unseren
Biegebalken in lauter kleine Quader, die nur wenige Millimeter Kantenléinge haben.

Die freigelegten Schnittkrifte sind in unerwiinschter Weise vom jeweiligen Flécheninhalt
abhangig: grofe Fliache, grofte Kraft, kleine Fliache, kleine Kraft.

Daher: Definition von Spannungsvektoren und Komponenten von Spannungsvektoren.
S Spannungsvektor, o, T : Spannungskomponenten (sigma, tau)

Wir werden spéter feststellen, dass die Komponenten des Spannungsvektors S unter-
schiedliche Buchstaben bekommen, je nach dem ob die Komponenten senkrecht auf der
Fléache stehen (o) oder in der Fléche liegen (7). Unser einstmals kennengelernter Span-
nungsvektor ¢ im Zusammenhang ¢ df taucht nicht wieder auf.

- Kraft N N
dim (S, o, 7) : Fl;:he; Einheit: 5= Pa, —

= MPa

5 =
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z dz /

1

Hinweise: 1. Unser Koordinatensystem hat sich gedndert.

2. Die Bezeichnungen gx, gy, S, kénnen leicht missverstanden werden. Es sind keines-
wegs Komponenten eines Vektors sondern vollstdndige Spannungsvektoren, erkennbar
daran, dass ein Pfeil iiber S angebracht ist. Die Indizes haben eine andere Bedeutung.
Der Spannungsvektor 5} hat den Index x, weil es der Vektor ist, der auf einer bestimm-
ten Flache steht. Es ist die Flache aus der die xz-Achse herauskommt. Das heif$t nicht,
dass der Vektor exakt in z-Richtung zeigt. Der Skizze konnen wir gut entnehmen, dass
das nicht der Fall ist.

3. Durch das Schneiden werden in Wahrheit keine Spannungen freigelegt, sondern Kréfte.
Korrekt ist demzufolge diese Formulierung:

Durch Schnitt freigelegt werden die infinitesimalen Kraftvektoren
S‘; dydz, 5’;, drdz, 5'2 dz dy

mit den Spannungsvektoren gx, gy, S,. Diese werden in Richtung der Koordinatenachsen
zerlegt.
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Oy
y A
x
z dz 1
7 Tyx
Tyz Tay
Ty
A > Ou
T
dy > T, rz
O-Z
dx
Es gilt
. Oy . Tyx . Tzx
(I1.3) Se=| Ty |; Sy = oy : S,=| Ty
Txz Tyz Oz
Bezeichnungen

o: Normalspannungen (Index = Normalenrichtung der Schnittflache)

7: Schubspannungen (erster Index = Normalenrichtung der Schnittflache, zweiter Index
= Spannungsrichtung)

Fiir Spannungskomponenten gibt es strenge Vorzeichenregeln, wegen derer wir schon
im Vorfeld unsere Beanspruchungsgrofen N, @), M, nach der Regel mit dem pos./neg.
Schnittufer anbringen mussten.

Vorzeichenregel Achtung, Abweichung vom bisherigen Umgang mit Kréften.

Normalspannungen o sind positiv, wenn von der Flache weg nach aufsen zeigend (Zug-
spannung). Druckspannungen sind negativ. Kiinftig werden Normalspannungen
immer ziehend eingezeichnet.

Schubspannungen 7 sind positiv, wenn in positiver Achsenrichtung wirkend und wenn
die zugehorige Flachennormale in positive Richtung zeigt.
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Die Vorzeichenregel fiir Normalspannungen ist einfach und wichtig, die fiir Schubspan-
nungen ist kompliziert aber nicht ganz so wichtig. Betrachten Sie trotzdem das Volu-
menelement auf Seite 53. Drei Oberflachen des Volumenelements sind sichtbar. Die Nor-
malenvektoren der sichtbaren Oberflichen (Lénge eins, Richtung senkrecht zur Fliche
nach aufsen) zeigen alle in positive Koordinatenrichtung. Alle eingezeichneten Schub-
spannungen 7 zeigen in positive Koordinatenrichtung. Nach obiger Vorzeichenregel sind
es positive Schubspannungen.

Jetzt wird es verwirrend: Auf der Riickseite unseres Volumenelements zeigen die Norma-
lenvektoren in negative Koordinatenrichtung. Deshalb zeigt eine positive Schubspannung
auf den nicht sichtbaren Oberflichen in negative Koordinatenrichtung. Alles klar?

Somit ist der Spannungszustand im Punkt S(z,y, z) oder gleichbedeutend am Volumen-
element S(z,y, z) beschrieben durch die Spannungsmatrix

Og chy Txz
(I1.4) S=| Tya 0y Ty

Tex Tzy Oz

Wir werden in absehbarer Zeit mit Matrizen rechnen, momentan ist diese Spannungs-
matrix nur ein ,Formular®, in das unsere insgesamt neun Spannungskomponenten an
vorgeschriebenen Positionen eingetragen werden sollen. Der Umkehrschluss gilt natiir-
lich auch. Wenn wir eine Spannungsmatrix mit Zahlenwerten sehen, kénnen wir die
Zahlenwerte den Formelzeichen zuordnen.

Spannungsmatrix und Volumenelement gehoren auf das erlaubte Hilfsmittel der Klau-
sur!

2.1 Differentielle Gleichgewichtsbedingungen am
Volumenelement

Dieses Kapitel ist eine Herleitung gewisser Zusammenhénge, die zu einem spéteren Zeit-
punkt von Bedeutung sind.

Auf unser Volumenelement wirken jetzt nicht nur unsere insgesamt neun Spannungs-
komponenten; zusatzlich wirkt eine dufere differentielle Kraft dF. Diese Kraft dF wird
durch das differentielle Volumen dV" unseres Volumenelements geteilt, wir nennen diesen
Differentialquotienten F*.

X+ .

47
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Kraft

dim(F) : Kraft, dim(F*) : — 3
Lange

Wir betrachten jetzt ein Volumenelement mit den Kantenldngen dz, dy, dz. Dieses
Volumenelement hat in ihrem Inneren die volumenbezogene Kraft F*. Aus Griinden der
Ubersichtlichkeit zeichnen wir nur Spannungskomponenten ein, die in oder gegen die
x-Richtung wirken.

Y
X
OTyz 1,
z dz Ty + 9:1/ dy
_>
ﬁ* ‘ TZ£ B e I—
o, —t—— N —> 0, + 2 dy
Tow T % dz
dy S —
Tya
dzx

Hinzukommen diesmal die Spannungskomponenten von den Riickseiten unseres Volu-
menelements (diinn gezeichnet). Sie haben die vertrauten Namen o, 7, 7,,. Bei den
Spannungskomponenten auf den sichtbaren Oberflachen finden wir diese Namen wieder,
es gibt jedoch jeweils einen Zusatz, der addiert wird. Beispiel:

OTay

dy

dy:  Anderung von Tzy Uber y mal Kantenldnge dy

Fiir einige diirfte 0, das ,runde d“, unbekannt sein. Es handelt sich um das Symbol
fiir ein partielles Differential. Hintergrund: Wir haben drei Variablen x,y, z. Wenn nun
ein partieller Differentialquotient wie % auftaucht, so soll iiber y differenziert werden,
wobei die anderen Variablen z, z als konstant anzusehen sind. Keine Sorge, wir werden

nicht differenzieren, wir brauchen nur die mathematisch korrekten Zusammenhénge.

Nachster Schritt:
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Kriftegleichgewicht in x-Richtung. Vorsicht: es gibt kein ,Spannungsgleichgewicht”. Da-
her werden Spannungen iiber die jeweiligen Flacheninhalte in Krafte umgerechnet.

ZXEO: (a$+aax dx—ax) dydz
or

+ (Tyx + a(;zx dy — Tyx> dxdz

(7, 4 O
sz
0z

+ X drdydz

dz — sz> dx dy

Innerhalb der Klammern heben sich die einfachen Grofen gegeneinander auf. Danach
finden wir in jeder Zeile den Faktor dxdydz, den wir kiirzen kénnen. Fiir die y- und
z-Richtung gibt es ganz entsprechende Zusammenhénge.

Es folgt aus den Kréftegleichgewichten in x, y, z-Richtung das System der differentiellen
Gleichgewichtsbedingungen im karthesischen Koordinatensystem z, v, z.

X =
ox dy 0z + 0
or, do or.
I1.5 el Y Y 4LYyr=0
(IL.5) ox dy 0z *
0Ty n ory. 0o, R

ox oy 0z

o

Beispiel fiir die Volumenkraft F* = ar Eigengewichtskraft eines massebehafteten Kor-
pers.

Zunachst betrachten wir die Eigengewichtskraft F eines ausgedehneten Korpers

B 0 0
F=1 -mg | =] —oVyg
0 0

und jetzt die differentielle Eigengewichtskraft eines differentiellen Korpers

0
dF = | —o gdV
0
Daraus folgt
N R
av -\ )T
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so dass
X =0, Y*=—o0g, Z*=0.

Die differentiellen Gleichgewichtsbedingungen sind sehr theorielastig, sie haben nur zum
Ziel, einige Zusammenhénge bereitzustellen. Wer die Zusammenhénge auch so glaubt,
kommt auch ohne zurecht. Ein bisschen wissenschaftlich sollte es ab und zu dann doch
sein.

Wir fahren fort mit einer wichtigen Erkenntnis, die uns kiinftig das Geschéaft ein wenig
erleichtern wird.

Die Betrachtung des Momentengleichgewichts am Volumenelement ergibt die Symmetrie
des Spannungstensors.

Tey = Tyx
(IIG) Tyz = sz
Tez = Tzx

Dieser Zusammenhang ist beweisbar fir 7,, = 7,, durch Aufstellen des Momenten-
gleichgewichts um die z2-Achse am Volumenelement; Bezugspunkt ist der Punkt S. Alle
Schubspannungen miissen tiber Flédcheninhalte in Kréfte umgerechnet werden (Beispiel
Toy dy dz). Anschliefend muss mit dem Hebelarm multipliziert werden (Beispiel %x)

T,

d oS + & g
Y Tzy ox x
T:I:y
y
i
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dx
ZM[S] =0= Txydyd27

d
+ Tpy dy dz ;

OTay dz
derdydz —
ox reyes 2

d

—Tyxdxdz—y

2

_|_

Die Terme, die mit g;y beginnen, sind von zweiter Ordnung klein — sie haben einen

Faktor dz bzw dy mehr als die anderen — und werden vernachlassigt. Es bleibt also

Toydydzde — 7y drdzdy =0

oder
Toy = Tya qed.

Fazit: Von den urspriinglich neun verschiedenen Spannungskomponenten in der Span-
nungsmatrix S bleiben nur sechs unabhingige Grofen iiber. Schubspannungen, die sich
nur in der Reihenfolge des Index unterscheiden sind immer gleich groR. S ist immer
symmetrisch beziiglich der Hauptdiagonalen, das ist die ,,o-Spur*. N

Die Gleichungen (II.5) und (I1.6) gelten fiir jeden Korper, auch fiir Fliissigkeiten und
Gase.

2.2 CAUCHYsche Spannungsgleichung fiir den ebenen
Spannungszustand

Augustin-Louis Cauchy, 1789 bis 1857, franzosischer Mathematiker, ausgesprochen | Ko-
schie®.

Unsere Volumenelemente sind bisher an unserem karthesischen Koordinatensystem z, y, z
ausgerichtet. Die Lage das Koordinatensystem ist jedoch rein willkiirlich. CAucHY stellte
u.a. Uberlegungen an, wie sich die insgesamt neun Spannungskomponenten (sechs ver-
schiedene) verédndern, wenn das Koordinatensystem anders — also verdreht, verschwenkt
— gewahlt wiirde. Ziel ist es, das Volumenelement in einer anderen Orientierung aus dem
Kontinuum zu schneiden, so dass moglichst viele von den neun (sechs) Spannungskom-
ponenten Null werden. Tatsdchlich werden wir es schaffen, aus den neun Grofen drei
besondere zu machen.
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Wir steigen in die Thematik ein, indem wir unser Volumenelement im x, y, 2-Koordinaten-
system irgendie in zwei Teile zerschneiden. Dabei erzeugen wir Oberflichen, die nicht in
unseren Koordinatenebenen liegen.

Gegeben sei ein Spannunszustand an einem Volumenelement im karthesischen Koordi-
natensystem. Gesucht ist der Spannungsvektor S auf einer gegen die Koordinatenebenen
geneigten Schnittebene.

Vereinfachende Vorbetrachtung: Annahme eines ebenen Spannungszustands. In diesem
Fall treten Spannungen in z-Richtung nicht auf. Die Spannungsmatrix S reduziert sich
dann zu:

Op Tay O
(IL.7) S=| 7 o, 0
0O 0 O

Merke: Eine mit lediglich vier Elementen oben links in der Ecke ausgefiillte Spannungs-
matrix ist ein klarer Hinweis auf einen ebenen Spannungszustand. Alle Spannungen, die
ein z im Index haben, sind Null.

Wir passen den Schnitt durch das Volumenelement dieser Vereinfachung an.
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und betrachten diesen Fall als ebene Projektion.

I‘ ‘6’71"., R

p et
> . -
Gx ! @ l ____3611"* —a}i‘OLY
(24 A —_—

1.\
K lgy Sohnitehene

Die angedeuteten Spannungsidnderungen, Beispiel %Llf” dx dienen der Vollstandigkeit, blei-
ben aber bei unseren Betrachtungen folgenlos. Wir sind nédmlich schlau. Unseren Quader
haben wir zerschnitten, so dass wir zwei Keile bekommen haben, wie man sie gerne be-
nutzt, um Tiiren aufzuhalten. Wir werden den Keil unten links betrachten, dort miissen
wir uns nicht um die Spannungsénderungen kiimmern. |
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Darstellung des unteren abgeschnittenen Prismas = Keil.

Auf der Schnittflache sind hinzugekommen der Vektor S, ein Spannungsvektor und der
Vektor i, ein Normalenvektor. Letzterer steht senkrecht (normal) auf unserer neuen,
geneigten Fldache und hat die Lange eins. Hinzugekommen sind auch Angaben {iber die
Flacheninhalte unseres Keils:

dA: geneigte Schnittflache
dA,: hintere Stirnflache
dA,: Bodenfléche

dA.: vordere Dreiecksflache

Durch Schnitt werden Schnittkréfte freigelegt, es gibt keine Schnittspannungen.

—

S - dA: Schnittkraft, Produkt aus freigelegtem Spannungsvektor und Flacheninhalt;

7i: Normalenvektor, er gibt die Lage/Orientierung der Schnittfliche an.

Der néchste Schritt wird sein, unseren Keil, unser Prisma als zweidimensionale Projek-
tion zu betrachten und diverse Vektoren aufzustellen.

Auf der schriagen Schnittflache erschien ein Spannungsvektor S und der Normalenvektor
7, der die Orientierung der Flidche beschreibt.

Wieder in z-Richtung projiziert.
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=%
—0, —Tye cos(7, 1)
(IL.8) Se=| =Ty | Sy=| —o, |; n=| sin(7,1)

cos(7i, 1) bedeutet ,,Cosinus des Winkels zwischen 77 und 7. In diesem Fall wéire das die
Komponente n,.

Gesucht ist der Spannungsvektor S ; er ist berechenbar durch das Kréaftegleichgewicht am
differentiellen Prisma. Alle Spannungsvektoren werden durch Multiplikation mit Flachen
in Kraftvektoren umgerechnet.

0=5,-d4, + S, -dA,+S-dA. (¥

Weiter gilt
dA, =dA -n,; dA,=dA-n,. (xx)

Einsetzen von () in (k)
0=S,-dA-n,+5,-dA-n, +5-dA.

Kiirzen von dA und Auflésen nach S

(I1.9) S=—-S,n, — gy Ny
Mit (IL8) gilt
. Oy Tyx
S=\| Ty | na+| oy ny
0 0
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Mit (IL7) gilt

. Op Ty O Ny
S=| 17y oy O Ny
0 0 0 0
oder kurz
(I1.10) S=8-a mitli =1

CAUCHYsche Spannungsgleichung fiir den hier speziell angenommenen ebenen Span-
nungszustand.

Die Vorgehensweise beim Berechnen des Produkts aus Matrix S mal Vektor 77 setze ich
hier als bekannt voraus. Falls ich damit falsch liege, suchen Sie im Videoportal Thres
Vertrauens nach ,Matrix mal Vektor".

2.3 CAUCHYsche Spannungsgleichung fiir den
dreidimensionalen Spannungszustand

Im rdumlichen oder dreidimensionalen Spannungszustand gilt (I1.10) ebenso mit

O Tay Taz g B Se
(I1.11) S=| Ty 0y Ty |5 = ny |5 S=| S
Tow Tay O n, S

1 gibt wieder die Lage der Schnittfliche an;

S den Spannungsvektor auf dieser Schnittflache. Er wird durch seine achsenparallelen
Komponenten S, S, S, beschrieben.

2.4 Anwendung der CAUCHYschen Spannungsgleichung:
Hauptspannungen

Gesucht sind solche Schnitte eines Volumenelements, auf denen nur Normalspannungen,
dagegen keine Schubspannungen auftreten. Diese schubspannungsfreien Flachen werden
in ihrer Lage zum Koordinatensystem durch den Normalenvektor 77 angegeben.

Es gilt:
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1. CAUCHYshe Spannungsgleichung (I1.10)

—

S p—

Jiep

i
gesucht bekannt gesucht

2. Forderung: Keine Schubspannung auf der gesuchten Fléache. D.h. S steht senkrecht
auf der Fléache, genau wie 77, daher

Daraus schlussfolgern wir
(I1.12) S = o-n,
wobei ¢ zundchst nur ein noch unbekannter Proportionalitétsfaktor ist.

3. Die Lange von 77 ist bekannt

(I1.13) 7 = 1

o verlangert den Vektor 77 mit der Linge 1, so dass er die Lange von S bekommt. Beide
Vektoren zeigen in die gleiche Richtung. Zudem muss o die Einheit von S aufweisen
(MPa), da 7i keine Einheit hat oder:

Wegen (I1.13) wird aus dem Proportionalitétsfaktor ¢ in (II1.12) die gesuchte Normal-
spannung, auf deren Fléchen keine Schubspannung ist. Neue Namensgebung:

Normalspannungen, die keine Schubspan-
nungen ,zu ihren Fiifen“ haben, werden

Hauptpannungen
oder
Hauptnormalspannungen

genannt. Spater sind sie an den Bezeichnun-
gen oy, 0y, 03 zU erkennen.

Oder Hauptspannungen stehen senkrecht auf schubspannungsfreien Flédchen.

(I1.12) in (I1.10) eingesetzt ergibt
on = 9n

Diese Gleichung wollen wir so umformen, dass auf einer Seite Null steht. Wenn wir
dann 77 ausklammern, muss besonnen vorgegangen werden. Ein Ausdruck S — o ist nicht
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zulassig, da wir von einer Matrix keine Zahl abziehen konnen. Matrix minus Matrix
geht, Zahl minus Zahl geht. o muss mit Hilfe einer Einheitsmatrix £ auf die richtige
Dimension gebracht werden, zur Matrix ’aufgeblasen’ werden.

1 00
o g o= é n mit g = 010
0 01
So umformbar zu
(I1.14) (S—0-E)-i=0

(I1.14) ist ein homogenes Gleichungssystem mit den drei Unbekannten n,, n,, n., den
Komponenten von 7i. Homogen? Das heifst, die rechte Seite ist 0.

Moment, da ist doch noch etwas unbekannt. Richtig. ¢ kennen wir auch nicht. Wir
tauschen an, dass wir momentan nur die Orientierung der Fliche heraushekommen wol-
len, auf denen es keine Schubspannungen gibt. Diese Information steckt tatsdchlich in
77 bzw. seinen Komponenten. Ein mathematischer Hackentrick auf dem Weg dahin wird
uns auch das eigentlich Interessante liefern, ndmlich ¢ und das sogar in dreifacher Aus-
fertigung. Das werden unsere wirklich gesuchten drei Hauptspannungen o4, os, 03 sein.
Lassen wir uns iiberraschen.

(I1.14) ausgeschrieben:

Op — O Tay Tz Ny 0
Tyz Oy —0 Tyz Ny = 0
Tox Ty O, — 0 n, 0

Wir multiplizieren aus.

(0p —0)ne + Toy Ny + Twr Mo =0
Tyze Nz + (0y—o0)n, + Tyz Ny =
Tow Mg + Ty Ny + (0,—0)n, =0

Hier kann gut nachvollzogen werden, wie die Multiplikation Matrix mal Vektor vonstat-
tengeht. Sie miissen das beherrschen.

Jetzt kommt der Mathematische Hackentrick: Wir haben ein Gleichungssystem mit drei
Gleichungen und den drei Unbekannten n,, n,, n.. Solche Gleichungssysteme sind nicht
immer losbar. Es gibt eine Vorschrift, die Sie in Mathematik schon kennengelernt haben
bzw. noch kennenlernen werden, unter der ein solches Gleichungssystem losbar ist. Bei
dieser Vorschrift taucht die schone Abkiirzung ,.d.u.n.d.” auf. Sie steht fiir ,dann und nur
dann.
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Dieses Gleichungssystem hat d.u.n.d. nichttriviale Losungen, wenn

(I1.15) det (S—o0-E)=0

Was heifst das? Eine Losung ist sofort zu finden. Wenn alle drei Variablen ng,. null
sind, ist der Drops gelutscht. Das nennt man die triviale Losung. Wir brauchen ernst-
zunehmende Losungen, weshalb wir die Determinante von (ﬁ —0- E) ausrechnen miis-
sen. Zum Gliick habe ich Thnen das Ausrechnen von Determinanten beim Kreuzprodukt
schon beigebracht :-); wir haben anschliefsend jedoch eine andere, sehr rustikale Variante
verwendet. Letztlich 1lauft es darau hinaus, dass wir folgendes ausrechnen miissen

Op — O Tay Tz
Tyz Oy — 0O Tyz =0
Ty Ty o, — 0O

Wir machen das ein einziges Mal und schreiben uns das Ergebnis moglichst iibersichtlich
hin, wobei wir giinstige Abkiirzungen mit Namen [, I3, I3 verwenden.

Ein Ausrechnen der Determinante ergibt

(1116> 03—]102+IQO—I3 =0
mit
L = o,+o0,+0,
I, = o0p,-0y+0y-0,+0, 0,
- T:?y - Tg?z - ng
13 = det(S)

I, Iy, I3 werden ,die drei Invarianten” genannt.

Der Name ist mit Bedacht gewahlt. Wiirden wir an einem bestimmten Punkt unserer
belasteten Struktur Volumenelemente in unterschiedlichen Orientierungen herausschnei-
den, so wiirden wir fiir jedes eine andere Spannungsmatrix S erhalten. Wiirde man aus
diesen verschiedenen Matrizen die Invarianten bestimmen, so wiren sie in allen Fal-
len gleich. Die Werte I, I5, I3 sind unabhéngig (invariant) von der Orientierung des
zugrundeliegenden Volumenelements an ein und demselben Ort.

Da die Matrix S symmetrisch ist, ergeben sich aus (II.15) bzw. (II.16), einem Polynom
dritter Ordnung, drei reelle Losungen: o4, 09, 03. Das sind die drei Hauptspannungen.

Zu jeder dieser drei Hauptspannungen gehort eine Flache mit den Normalen 714, 7io, 73,
auf denen die Hauptspannungen senkrecht stehen.
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Das war eines der wichtigsten Theorieteile in der Festigkeitslehre. Was ist wirklich wichtig
davon? (I1.16) ist wichtig. Wir miissen in der Lage sein, Hauptspannungen zu berechnen.
Ein Polynom dritter Ordnung und die Invariante I3 lassen Schlimmes vermuten. Keine
Sorge, wenn wir das Problem auf ebenen Spannungszustand reduzieren (haufiger Spezi-
alfall), wird es viel einfacher. Fiir die Invariante 3 gilt dann /3 = 0. Warum ist das so?
Suchen Sie sich eine Spannungsmatrix fiir den ebenen Spannungszustand. Entwickeln
Sie die Determinante nicht nach der ersten Zeile, sondern nach der dritten Zeile. Sie be-
steht nur aus Nullen. Da kommt nichts raus. Mit I3 = 0 wird das Polynom 3. Ordnung
zu einem Polynom 2. Ordnung. Schauen Sie einmal in (II.16) nach, warum. Auferdem
kénnen Sie schon einmal die ,,pg-Formel® zum Losen von quadratischen Gleichungen
herauskramen.

Kurze Zusammenfassung

Wir versuchten herauszubekommen, in welcher Orientierung der Schnitt durch ein Vo-
lumenelement liegen muss, damit der Spannungsvektor senkrecht auf der Schnittflache
steht. Wir erfuhren, dass diese senkrecht stehende Spannung einen neuen Namen hat,
namlich Hauptspannung. Merkmal einer Hauptspannung ist, dass in der dazugehéri-
gen Fléiche keine Schubspannung liegt. Bei der Suche nach der Orientierung der Fliche
— eigentlich ist diese Information gar nicht so wichtig — kamen wir an der Stelle vor-
bei, dass das Gleichungssystem zur Berechnung der Orientierung (die drei Unbekannten
Ng, Ny, N;) nur unter einer bestimmten Bedingung losbar ist. Die Determinante von
(S — o E) muss Null sein. Diese Determinante fithrt zu einem Polynom dritter Ordnung,
die — so ist das nun einmal — drei Losungen hat fiir o, nimlich o1, 09, 03. Wir haben
also nicht nur eine sondern drei Hauptspannungen bekommen. Deshalb gibt es nicht nur
eine Orientierung, sondern drei, sie heifsen 7, 7y, 73. Auch wenn uns die Orientierun-
gen nicht sonderlich interessieren, schauen wir uns doch kurz an, wie wir sie berechnen
konnen.

Berechnung der zu o, 09, 03 gehérenden Flachen mit den Normalenvektoren 71, 7o, 7i3.

1. oy in (I1.14) einsetzen. Mit (I1.13) folgt

2. oy in (I1.14) einsetzen

Nz2

3. o3 in (I1.14) liefert 5.
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Also gibt es drei Schnittflachen fiir jedes Volumenelement, auf dem keine Schubspannun-
gen auftreten. Sie werden durch die Hauptachsen“ 7y, 15, i3 beschrieben. Die Haupt-
achsen stehen alle senkrecht zueinander und bilden ein sog. Hauptachsenkoordinaten-
system.

Zusammenfassung: Wir schneiden aus einem belasteten Bauteil ein Volumenelement
entlang unseres x, y, z Koordinatensystems. Die dazugehdrige Spannungsmatrix ist voll
besetzt mit neun Spannungen (sechs voneinander unabhéngig). Wir hétten das Volu-
menelement auch anders schneiden konnen, nédmlich entlang des Hauptachsensystems
i1, i, 3 (wenn wir denn gewusst hétten, wie dieses System liegt). Wir hitten dann
eine viel schonere Spannungsmatrix bekommen, néamlich folgende:

01 0 0
é: 0 09 0
0 0 O3

Diese viel iibersichtlichere Spannungsmatrix beschreibt den gleichen Belastungszustand.
In Zukunft interessiert uns gar nicht, wie das Hauptachsensystem 7y, 7iy, 713 liegt (da
stecken neun unbekannte Grofen drin, wer soll die ausrechnen?); wir sind nur an den
drei Hauptspannungen oy, o9, 03 interessiert.

Mathematischer Hintergrund: Unser hier behandeltes Problem ist ein Eigenwert-Eigen-
vektor-Problem, das Sie in Mathematik schon hatten oder noch bekommen werden.
01, 09, 05 sind die Eigenwerte, iy, fis, i3 die Eigenvektoren. Ubrigens: Auf Englisch
sind das eigenvalues and eigenvectors.

Abschlieende Frage: Wozu das Ganze? Antwort: Wir haben ein belastetes Bauteil und
wir sollen entscheiden, hélt oder hélt nicht. Unser Ausgangsvolumenelement mit neun
Spannungen ist bekannt. Wir haben einen Werkstoff, der eine bestimmte Spannung
ertragen kann, wir haben aber neun. In einem ersten Schritt reduzieren wir von neun auf
drei: 01, 09, 03. Dann werden wir einen weiteren Zauber kennenlernen, die Vergleichs-
spannungshypothesen, mit denen wir aus den drei Hauptspannungen eine Vergleichs-
spannung berechnen konnen, die wir mit dem Werkstofftkennwert vergleichen kénnen.
Jetzt konnen wir sagen: Hélt oder halt nicht.
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2.4.1 Ubungsaufgabe, Spannungsvektor

Fiir ein Volumenelement im Karthesischen Koordinatensystem ist eine Spannungsmatrix
gegeben

1 2 -2
S=( 2 1 2|-100 MPa
-2 2 1

Gesucht:

a) Spannungsvektor zu einer Flache, beschrieben durch

—2
1
2

1
n=—

b) Betrag des Spannungsvektors.
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a) CAUCHYsche Spannungsgleichung

S=238i

—2/3
+1/3 (1)

+2/3
200 4 200 _ 400
100 200 —200 3 73 3

(S) 200 100 200 —430 4 100 4 40 (S)
—200 200 100
4 20 00
__ 400

3 —133

S= 20| MPa= 33 | MPa

b) Betrag des Spannungsvektors

S| = /52 + 52+ S2
5] = %\/42 + 12+ 8% MPa

~ 900
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2.4.2 Ubungsaufgabe, Invarianten, Hauptspannungen

Fiir einen Raumpunkt wird folgende Spannungsmatrix angegeben

113
S=(151] MPa
311

Berechnen Sie

a) die drei Invarianten,
b) die drei Hauptspannungen,

¢) den Spannungsvektor auf dem Fléchenelement mit dem Normalenvektor

3

1
13

n=

12

Hinweis: Da diese Spannungsmatrix voll besetzt ist, werden wir ein Polynom 3. Ordnung
erhalten. Normalerweise wiirde ein solches Polynom numerisch gelost. Wir werden einen
sehr ungewohnlichen Losungweg begehen. Wir werden die erste Losung o1 — auch genannt
Nullstelle — raten (kein Witz). Dann werden wir das Polynom durch (o—Nullstelle) teilen.
Polynomdivision haben Sie hoffentlich schon einmal gemacht. Wenn nicht, suchen Sie
im Videoportal Thres Vertrauens nach Polynomdivision. Das Ergebnis dieser Division ist
ein Polynom zweiter Ordnung (quadratische Gleichung), das wir einfach 16sen kénnen.
So erhalten wir die verbleibenden Losungen o5 und o3
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a) Die drei Invarianten

L =0,+0,+0,
I =(1+5+1) MPa, I, =7 MPa

Iy=0,-0y+0y-0.,+0, 0,

Ty Yz Tz

Beachte die zueinander passenden Indices bei der zweizeiligen Schreibweise von Is.

L=0(B+5+1-1—1-9) MPa?
I, =0MPa®>  (Zufall)

I3 = (4+2—42) MPa®>, I3 = —36 MPa®

b) Die drei Hauptspannungen berechnen sich prinzipiell aus
(S—o-E)ii=0.

Diese Gleichung ist d.u.n.d. nichttrivial 16sbar, wenn
det(S—a-g) =0.

det(5—0~£):(73—[102+[2a—[320

Das ist immer so. Wir erhalten das charakteristische Polynom.
3 2 _
0> =T0"4+00+4+36=0

Losung des Polynoms dritte Ordnung
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Bei ganzzahligen Koeffizienten, wie hier, ist es moglich, eine Losung (eine Nullstelle)
zu raten. Sie ist immer ein Teiler des letzten Glieds (hier 36). Man probiert einfach
aus. Eine sparsame Methode ist diese Reihenfolge: 0, 1, -1, 2, -2, 3, -3, ....

Der fiinfte Versuch, o = —2, liefert einen Treffer!
—8—-284+36=0

o1 = —2 MPa erste Hauptspannung

Mit Kenntnis einer Nullstelle kann der Grad des Polynoms um eins verringert werden.
Hierzu erfolgt eine Polynomdivision mit (c— Nullstelle). Im vorliegenden Fall mit
(0 +2).

o> —To* 400 +36 :(0+2)=0>—90+18

—(0® +20?)
—90% + 00
— (-90* —180)
+180 +36
—(180 +36)
0

Neues Polynom zweiter Ordnung
0> —90+18=0

Losen der quadratischen Gleichung 22+ px +q = 0.

p p?
Ty = —=+4/0 —
x1,2 5 1 q

Hier gilt 212 =023, p=-9, ¢=18.

9 81
= 4oty — -1
023 +2 1 8
9 81— 172
— 4o+
02,3 +2 1
9,3
723 =T+

01 = —2 MPa, 0o = 6 MPa, o3 = 3 MPa
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¢) Spannungsvektor auf dem Flidchenelement mit gegebenem Normalenvektor

3
1
—| 4 (7)
13| 5
113 | [ 3+4+36 )
(8) S=(151] |3+20+12 (S)
31 1 9+4+12
A ) 3,3
S=55 (3 | MPa,  S=| 27 | MPa
25 1,9

9
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2.4.3 Ubungsaufgabe, Hauptachsenkoordinatensystem

Fiir einen dreiachsigen Spannungszustand sind bekannt

o, = 24 MPa Toy = 22,1 MPa
o, = 20 MPa Ter = 27,0 MPa
o, = 30 MPa Ty = 24,5 MPa

Gesucht sind

a) Hauptspannungen oy, 09, 03.

b) Spannungsmatrix im Hauptachsenkoordinatensystem.
c¢) Uberpriifen Sie, ob die Invarianten invariant sind.

Die Spannungsmatrix ist diesmal nicht in gewohnter Form gegeben; lediglich sechs Span-
nungswerte sind gegeben. Es muss jetzt bekannt sein, dass Schubspannungen, die sich
nur in der Reihenfolge des Index unterscheiden, immer gleich groft sind. Die scheinbar
fehlenden Spannungen 7, .., 7., sind daher nicht etwa Null sondern genauso grof, wie
ihre Geschwister.
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a) Die Hauptspannungen werden berechnet aus der Bedingung

det(S—a-é)203—1102+_720—13:O

Es gilt
4
24,0 22,1 27,0 10 0
S=1 22,1 20,0 24,5 | MPa, E=1010
27,0 24,5 30,0 001
Berechnung der drei Invarianten
L = o,+o0y+0., I, = 74 MPa
I, = o0,-0y+0y-0,+0, 0,
- Ty?y - Ty2z - 7-12‘z
I, = (480 + 600 + 720 — 488,41 — 600, 25 — 729) MPa?
I, = —17,66MPa?
[3 = det(g)
20,0 24,5 22,1 24,5 22,1 20,0
13_24‘ 24,5 30,0 ‘_22’1 ’ 27,0 30,0 ‘+27‘ 27,0 24,5 ‘

I3 = (—6 — 33,15+ 39,15) MPa®, I3 =0 MPa®
Das ist ein sehr schoner Zufall. Das charakteristische Polynom lautet:
0% —T40? — 17,660 = 0

Die erste Nullstelle féllt sofort auf, sie lautet o; = 0. Polynomdivision ist nicht
notwendig, wir teilen durch o.

o? — 740 — 17,66 = 0
74
025 = 7 + /1369 + 17,66

023 = 37 &+ 37, 24
o1 =0, 0o = 74,24 MPa, o3 = —0,24 MPa

b) Spannungsmatrix im Hauptachsenkoordinatensystem. Er lautet allgemein

01 0 0
éH: 0 09 0
0 0 g3
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Natiirlich, wo Hauptspannungen sind, gibt es keine Schubspannungen; alle '7-Positio-
nen’ sind 0. In beliebiger Reihenfolge tragen wir unsere Hauptspannungen auf den
'o-Positionen’ ein.

Im vorliegenden Fall gilt

0 0 0
S,=10 7,24 0
0 0 —0,24
¢) Invarianten des Hauptspannungszustands
11201+0'2+0'3, [1:741\/[1:)&
I, =0y - 03, I, = —17,8 MPa?
I3 =0 (Entwickeln nach der ersten Zeile)

Bis auf Rundungsfehler sind die Invarianten tatsdchlich invariant. Mit /; kann sehr
einfach tiberpriift werden, ob die errechneten Hauptspannungen plausibel sind.
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2.5 Ebener Spannungszustand

Wir haben in den Ubungsaufgaben festgestellt, dass die Bestimmung der Hauptspannun-
gen im raumlichen Fall nicht zuverlédssig funktioniert. Entweder miissen wir Nullstellen
raten oder wir miissen grofies Gliick haben, und die Invariante I3 ist Null.

Recht hdufig in der Realitdt finden wir jedoch den Fall, dass in einer unserer drei Rich-
tungen keinerlei Spannungen vorhanden sind. So etwas nennen wir den Ebenen Span-
nungszustand. Wir legen dann gerne unser Koordinatensystem so, dass in z-Richtung
keinerlei Spannungen vorhanden sind.

,,_ — )I:E’Z}—;"pr \

E: Spannungsfreie Ebene, hier || z, y

Zugehoriger Spannungstensor

Op Tay O
§ = Tyz Oy 0
0O 0 0

Beispiel Scheiben: Belastungen erfolgen nur in Scheibenebene.

Untersuchung des ebenen Spannungszustands in der z-y-Ebene. Gegeben sei der Span-
nungstensor .S in einem Punkt P. Gesucht ist der Spannungsvektor S auf einer Schnitt-
flache senkrecht zu E.
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Wir werden zwei Losungswege kennenlernen

1. CAucHysche Spannungsgleichung. Bekannt und bei ebenem Spannunsgzustand
zuverlassig benutzbar.

2. MoHRscher Kreis, eine zeichnerische Methode. Noch unbekannt. Wenn auch zeich-
nerische Methoden in digitalen Zeiten reichlich antiquiert wirken, taucht die Me-
thode des MOHRschen Kreis doch auch in anderen Disziplinen, insbesondere in der
Werkstoffkunde auf. Grund genug, uns auch hier damit zu befassen.

Wir betrachten eine zweidimensionale Projektion nach Schnitt.

PR
e ] L AT
Ty T——~— . C

Bei der CAUCHYschen Spannungsgleichung wird S in 2- und y-Richtung zerlegt. Jetzt
soll S in 7- und m-Richtung zerlegt werden.

Wir fahren fort bei der Suche nach Hauptspannungen im ebenen Spannungszustand.
Daher fehlen alle Spannungen, die in z-Richtung zeigen. Zuletzt betrachteten wir noch
ein Volumenelement im ebenen Spannungszustand, das erneut geschnitten wurde. In
der zweidimensionalen Projektion ist der Normalenvektor 7 zu sehen, der die Lage der
Schnittebene beschreibt. Neu hinzugekommen ist der Verktor m, der wie 77 die Lénge
eins hat und in der Schnittebene liegt. Wir wollen jetzt den Spannungsvektor S so
zerlegen, dass er eine Komponente in 7i-Richtung bekommt (Komponente o) und eine in
m-Richtung (Komponente 7). Los gehts:
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= 1A

Es ist

Cos @ —siny

n=| sing |, m = COs ¢ : mit |7 = |m| =1
0 0

Weiter ist
(I1.17) o=2S-i
(I1.18) T=258.1m
(I1.19) S=5-i

Letzteres ist schon als Gleichung (I1.10) bekannt. Aus (I1.17) und (I1.19) folgt.
(11.20) o= (8-7)-,

aus (I1.18) und (II.19) folgt.

(I1.21) T=(S-

]}
SN—"
3

(I1.20) ausgeschrieben lautet

Oy Tay O COos cos
o= Tye Oy 0 |- | sing - | sine
0O 0 O 0 0
0pCO8Q + Ty SINQ cos
o= | Tyz COS@ + oysing - | sine
0 0
Daraus folgt
(I1.22) o = 0,008 P+ T,y sinp cos

+ Tyz COS @ SIn @ + o, sin? o
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Ganz entsprechend mit (I1.21)

0y COSQ + Ty SINQ —siny
T=| Tywcose + oysing |- Cos
0 0
(I1.23) T = —0,c08p SNy — 7,y sin’

2 .
+ Tyz COS™ Y + 0y SIN Y COS Y

Eliminieren des Winkels ¢ aus (I11.22), (I1.23).

Das ist leichter gesagt als getan. Schwere Geschiitze miissen aufgefahren werden. Da-
zu zahlen das Halbwinkeltheorem der Trigonometrie

1
cos” (g) =3 (14 cosx),
1
sin? (£> = — (1 —cosx)
2 2
Mit x = 2 ¢ folgt
9 1
cos”yp = 5 (1 + cos2¢p),
. 9 1
sin”p = 5 (1 —cos2yp)

Dann braucht es noch ein Additionstheorem
sin(z + y) = sinx cosy + cosx siny

mit x = y = ¢ wird daraus
sin 2¢ = 2 cos ¢ sin

wir glauben es einfach, es fiihrt zu

2 2
(11.24) S T 7R N N (Sl R
2 2 Ty

wobel 0, 0y, Tz, bekannt sind, da sie in S gegeben sind.
(I1.24) hat die Struktur 22 + y? = r?, was eine Kreisgleichung ist.

In einem o-7-Koordinatensystem hat die Gleichung (I1.24) die Form eines Kreises (MOHR!
1882).

!Christian Otto Mohr, geb. 1835 in Wesselbiihren (Holstein), gest. 1918 in Dresden.
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Eigenschaften des MOHRschen Kreises

1. Der Kreismittelpunkt liegt immer auf der o-Achse.
2. Die Punkte X (0, 7y) und Y (0, 7,,) sind Punkte des Kreises.
3. Die Strecke XY ist der Durchmesser des Kreises.
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4. Der ebene Spannungszustand wird durch die Punkte X und Y beschrieben. Am

Volumenelement stehen die durch X und Y beschriebenen Ebenen senkrecht zu-
einander (90°). Im MOHRschen Kreis liegen sie gegeniiber (2 -90° = 180°).
Erschwerend kommt hinzu, dass am Volumenelement die Punkte X und Y auf Ko-
ordinatenachsen liegen, wenn auch auf den jeweils anderen (X auf y, Y auf z), im
MoHnRschen Kreis hingegen ,schief”. Das ist leider sehr verwirrend.

Schnittebenen am Volumenelement unter einem Winkel ¢ (z.B. S) kénnen durch
Antragen des doppelten Winkels im MOHRschen Kreis erzeugt werden. Dort auf-
tretende Normal- und Schubspannungen o(y) und 7(¢) kénnen dem Diagramm
entnommen werden.

Genauer beschrieben: Am Volumenelement wird von der senkrechten Achse (y-
Achse) der Winkel ¢ gegen den Uhrzeigersinn gemessen. Die senkrechte Achse ist
gekennzeichnet mit dem Punkt X, dort liegen o, und 7,,. Im Mohrschen Kreis
wird der doppelte Winkel 2 - ¢ gegen den Uhrzeigersinn angetragen. Ausgangslage
zur Winkelmessung ist die Strecke MX

Die Vorzeichenlage von 7 ist unklar, weshalb an der 7-Achse kein Pfeil angebracht
werden darf.

Konstruktion des MOHRschen Kreises

Es folgt eine Abfolge von Anweisungen, die Sie am Besten an Hand einer der néchsten
Ubungsaufgaben erproben.

1.

o, auf der o-Achse antragen. Von dort ein positives 7,, nach unten. Das liefert den
Punkt X.

o, auf der o-Achse antragen. Von dort ein positives 7,, nach oben. Das liefert den
Punkt Y.

Punkte X und Y verbinden. Der Schnittpunkt von XY mit der o-Achse liefert den
Kreismittelpunkt M.

4. MX = MY = Radius des MOHRschen Kreises.

Zusammenfassung

Zu jedem Punkt auf dem Umfang des Kreises gehort ein Spannungszustand auf einer
Schnittfliche des Volumenelements. Der Spannungszustand wird angegeben durch die
abzulesenden o- und 7-Werte (o(¢), 7(¢)). Die Lage der Schnittfliche, d.h. der Winkel
, wird durch den Mittelpunktswinkel 2 - ¢ ermittelt.
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Die Hauptspannungen o; und oy werden gefunden als Schnittpunkte des Kreises mit
der o-Achse, denn dort gilt 7 = 0. Beim ebenen Spannungszustand gilt ferner o3 = 0
(Indexreihenfolge egal).

Die beiden zugehorigen Schnittflichen stehen senkrecht aufeinander, da der Winkel 2- ¢
zwischen Mo und Moy 180° betragt.

Erneut wird auf die Hauptverwirrung beim MOHRschen Kreis hingewiesen. Die Zustédnde
X und Y liegen am Volumenelement auf Koordinatenachsen. Die Zustdnde der Haupt-
spannungen geneigt. Im MOHRschen Kreis ist es genau umgekehrt. Die Zustéinde X und
Y werden geneigt dargestellt, die Zustande der Hauptspannungen liegen auf der o-Achse.
Das ist sehr verwirrend. Hinzukommt, dass der MOHRschen Kreis alle Winkel verfalscht,
indem er sie verdoppelt.
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2.5.1 Ubungsaufgabe, zwei MOHRsche Kreise, Schnittbilder

Gegeben sind zwei ebene Spannungszustinde

a)

o, = 200 MPa Tey = Tyz = 100 MPa
o, = 0 MPa

b)
o, = —5H00 MPa Tay = Ty = 300 MPa
o, = —100 MPa

Konstruieren Sie den MOHRschen Kreis.

Bestimmen Sie die Hauptspannungen

Zeichnen Sie Schnittbilder der schubspannungsfreien Ebenen.

Berechnen Sie die Hauptspannungen mit Hilfe des charakteristischen Polynoms
und vergleichen Sie mit den Ergebnissen aus der Konstruktion.

Zu den schon geschilderten Verwirrungen beim MOHRschen Kreis (das Schiefe ist gerade
und das Gerade ist schief), kommt noch hinzu, dass vor dem Zeichnen {iberlegt werden
muss, welchen Zeichenmafistab man wahlt, und wo im o, 7-Koordinatensystem der Kreis
liegen wird. Es bleibt am Anfang nicht aus, dass einem das ,das Papier ausgeht” oder
,Briefmarkenkunst® erzeugt wird. Richten Sie sich auf einen iterativen Prozess ein. Ziel
ist es, dass der zweite Versuch einen groften Kreis liefert, der auf das Zeichenpapier passt.
Querformat hilft.

a) Erster Aufgabenteil
Konstruktion geméfs Vorschrift in der Vorlesung.
i) Mafkstab festlegen, hier 1 cm entspricht 20 MPa.
ii) o, (10 cm nach rechts) und 7,, (5cm willkiirlich nach unten) — Punkt X
iii) o, (0cm, also im Ursprung) und 7,, (5cm, jetzt nach oben) — Punkt Y
iv) X mit Y verbinden — Kreismittelpunkt M
v) Kreis zeichnen, Radius = MX = MY
vi) Hauptspannung 1 auf der o-Achse ablesen: 0o;=12,1cm, — o0, = 242 MPa
vii)
)

Hauptspannung 2 auf der o-Achse ablesen: 0odo— ~2,1cm, — 05 = —42 MPa

viii) Ferner gilt bei ebenem Spannungszustand immer o3 = 0 (kann wichtig werden).
Die Vergabe der Indices 1, 2, 3 ist willkiirlich.
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7 keinPfeil

o9 (-2,1cm) og)

Tey(5em) [ (12,1 cm)

Der Winkel 2 ¢; wird vom Zustand X gegen den Uhrzeigersinn gemessen und betragt
hier 45°. Der Winkel 2 o wird vom Zustand Y gegen den Uhrzeigersinn gemessen
und betréagt ebenfalls 45°.

Schnittbild fiir die schubspannungsfreie Ebene, auf der die Hauptspannung oy steht.

Wir werden vom Zustand X am Volumenelement den einfachen Winkel ¢; = 22,5°
gegen den Uhrzeigersinn antragen. Am Volumenelement sehen wir, dass der Zustand
X an einer senkrechten Kante des Volumenelements anzutreffen ist (Vorsicht Verwir-
rung, X liegt auf der y-Achse).

Wir beginnen mit einer senkrechten Linie und tragen die Spannungen des Zustands X

an. Auferdem markieren wir einen beliebigen Punkt. Dort messen wir einen Winkel
von 22,5° gegen den Uhrzeigersinn ab und vervollstdndigen ein Dreieck.
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Y Y Y
¢ beliebiger Punkt !

©1 01
Ox X Ox X Oy X
22,5 7
Tay Tay Tay '
T T T

Tyax ‘ Y
Oy

In der dritten Abbildung ist zu sehen, wie das Schnittbild vervollsténdigt wird. Der
Zustand Y wird eingetragen und die Hauptspannung oy, die immer senkrecht auf
ihrer Schnittebene steht. Der Normalenvektor 77; bestétigt das.

Schnittbild fiir die schubspannungsfreie Ebene, auf der die Hauptspannung oy steht.

Der Zustand Y befindet sich an einer waagerechten Kante des Volumenelements. Wir
beginnen mit einer waagerechten Linie, markieren einen Punkt und tragen ¢, = 22, 5°
gegen den Uhrzeigersinn an.

09 Yy
— T,
U e Oy
X
L2 L

Tya ‘ Y
Oy

Berechnung der Hauptspannungen mit der charakteristischen Gleichung

200 100 0
S={100 0 0 | MPa
0 0 0

det(S—a-g):03—1102+]20—13:O
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Berechnung der drei Invarianten

I, = o,+0,t00, I, =200MPa

I, = o0,-0,40, 0T 0,07
22— fz/

- Try yz Tz
I, = —10*MPa’
]3 = det(é)
]3 == 0

Wegen der Matrixstruktur beim ebenen Spannungszustand in der z-y-Ebene

Oy Tay O
Tyz Oy 0

0 0 0

Jiep

gelten die roten Streichungen und Festlegungen immer.

Das charakteristisches Polynom
o —Lo*+Lo—13=0
vereinfacht sich im ebenen Spannungszustand wegen I3 = 0 zu
o)~ Lo+I,=0 mit o, =0.
Hier gilt
o —200-0—10" =0

4-104

0'273 == +100 :|: ‘I’ 104

093 = +100 £ v2 - 104
0y =241,4MPa, o3 = —41,4MPa, o0, =0

Es gibt lediglich Abweichungen aufgrund der Ablesegenauigkeit beim MOHRschen
Kreis. Auferdem sei erinnert, dass die Vergabe der Indices willkiirlich ist.

Der zweiter Aufgabenteil sollte eigenstédndig gelost werden. Die errechneten Haupt-
spannungen lauten

oy = —661 MPa, o3 =-+61MPa, o, =0.
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2.5.2 Ubungsaufgabe, o, 7 bei Schnitt

Gegeben ist ein Bauteil, das einem ebenen Spannungszustand ausgesetzt ist. Es gilt:
o, = 40 MPa, o, = 80 MPa, alle 7 = 0.

O

Oy

Y

Ermitteln Sie rechnerisch die Normal- und Schubspannungen, die unter einem Schnitt-
winkel von o = 30° entstehen und priifen Sie das Ergebnis mit dem MOHRschen Kreis
nach.

89



Technische Mechanik II MB/MSE  Jo Venghaus 8. September 2023

Es liegt ebener Spannungszustand vor ¢, = 0. Da alle Schubspannungen 7 = 0 sind ist
zuféllig das z-y-Koordinatensysten das Hauptachsensystem. In diesem Fall sind daher
o, und o, auch Hauptspannungen, die wir oy und o, nennen konnten.

Benotigte Formeln

S=8-7
c=S5-7
r=5-m
Y
i 3
a = 30°
a =30 r
m
Aus der Skizze erkennen wir:
—sin o —cos
n= CoS o m = —sin o
0 0
i =1 | =1
Der Spannungstensor lautet
o 0 0 40 0 0
S = 0 o, 0], S= 0 80 0 MPa.
0O 0 0 0 0 0

Berechnung des Spannungsvektors auf der um a geneigten Flache

o, 0 0 —sina
S=28-1, S=10 o, 0 |- CcOS (v
0 0 0 0
. —0, Sin« . —20,0
S=| +oycosa |, S=1 +69,3 | MPa
0 0
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Aus diesem Spannungsvektor wird nun die Normalspannung ¢ und die Schubspannung
T berechnet.

=57
—0, Sin o —sin o
o= +0, cos« . COS v
0 0
o =0, sin? a—i-aycos o
o = T70MPa
=5
—0, sin o — COS &
+0ycosa . —sin«
0
T = 05 siha cosa — 0y, Sina cos a
T = (0, — 0y) sina cosa
T=—17,3MPa
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MoHRscher Kreis

Der Winkel o wird von der z-Achse aus gegen den Uhrzeigersinn gemessen. Parallel zur
x-Achse liegt die Oberfliche, auf der o, steht. Wir miissen also im MOHRschen Kreis
vom Punkt Y den Winkel 2« gegen den Uhrzeigersinn antragen.

Mafsstab: 5 MPa = 1cm, 40 MPa = 8 cm, 80 MPa = 16 cm

T T
3,5cm
‘ Oy 2a = 60° Oy o
\ \
6 cm X 12cm o Y
14 cm

Achtung: aus zeichnerischen Griinden hat die o-Achse eine Unterbrechung. Verwenden
Sie ein Blatt Papier im Querformat.

Normalspannung: 14 cm = 70 MPa, 0 = 70 MPa
Schubspannung: 3,5cm = 17,5 MPa, 7 = 17,5 MPa

Der MOHRsche Kreis liefert kein korrektes Vorzeichen fiir die Schubspannung. Aus die-
sem Grund wire ein Pfeil an der 7-Achse ein Fehler!
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2.5.3 Ubungsaufgabe, Normalspannung aus S

Fiir einen Punkt P ist S gegeben.

10 0 0
S = 0 =5 0 MPa
B 0 0 -15
Berechnen Sie den Spannungsvektor, der auf einem Fléchenelement steht, das durch
1
T
2

beschrieben ist. Wie grof ist der Normalspannungsanteil von S?

Am Spannungstensor sehen wir, dass kein ebener Spannungszustand vorliegt. Der MOHRsche
Kreis fallt demzufolge als Werkzeug aus. Wir miissen rechnen.

Losung
S=8-i
. 10 0 0 1 1
S = 0 =5 0 |- 3 2 | MPa
0 0 —15 2
Der gesuchte Spannunsgvektor lautet
1 10
S = 3 —10 MPa
-30

Berechnung des Normalspannungsanteils

c=295-7
10 1
0:% —10 % 2 MPa
—-30 2
1
a:§(10—20—60) MPa
o= —7,78 MPa

93



Technische Mechanik IT MB/MSE  Jo Venghaus 8. September 2023

2.5.4 Ubungsaufgabe, Knotenblech 1

Ein Knotenblech wird wie folgt belastet. Zu bestimmen sind die Normal- und Schub-
spannungen im Schnitt A — A.

Gegeben: I} =80 N, F;, =40 N, a = 40 mm, b = 30 mm, Blechdicke d = 1 mm.

Tﬁ

¥, &ﬂ-——vl _ | L ﬁ,

Bestétigen Sie mittels MOHRschem Kreis.

Losung

Ebener Spannungszustand, da o, = 0.
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)
A
Oy
O
- > |a
Oy X
Y
7 Blechdicke d
\ \
\ b \
F F
Op=—=—1 = 01, da keine Schubspannung
Al a-d
F: F.
oy = A_22 = ﬁ = 09, da keine Schubspannung
S8ON 40N 4
=———=2MP = ———=-MP
7% = 40 mm? T somm? 3
o, 0 0 2 0
S = 0 o0 0 |=|(0 4/3 0 | MPa
0 0 O 0 O
Festlegung der Richtungsvektoren 7 und m.
Ty
x
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tan ¢ = i g; @zarctang; p =53
cosp b b
—singp — CoS
n= cos m= | —singp
0 0
7| = m| =1
Cauchy S=5-7
dann c=25-1
dann r=8-m
selber rechnen
_ .2 2
0 = 0, SIN" Y + 0y COS™ Y
T = (0, — 0y) sing cosp
o =1,76 MPa, 7= 0,32 MPa
Mafsstab: 1 MPa = 10cm, 4/3 MPa = 13.3cm, MPa = 20 cm
-
17.7cm
| Oy \ g Oy
10 cm Y X
106°
3,2cm
-

Vom Zustand Y miissen 2 ¢, 2-53° = 106° gegen den Uhrzeigersinn angetragen werden.

o= 1,77 MPa, 7 =0,32MPa

Passt ganz gut.
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3 Verformungen

Wir wenden uns dem néchsten Thema zu. Bisher haben wir Spannungen betrachtet.
Diese bleiben nicht folgenlos.

Jedes Vorhandensein von Spannungen fiihrt zu Verformungen. Diese werden durch drei
verschiedene Phanomene beschrieben.

Zunachst wird der Eindruck entstehen, die drei Phénomene seien vollig unabhéngig
voneinander. Zum Schluss stellt sich heraus, dass alle drei voneinander abhéngig sind.

1. Verschiebung

Ein Punkt P eines Korpers wird durch Beanspruchung verschoben P — P*.

F

4

u
(I1.25) Verschiebungsvektor o= [ v
w

Die Bezeichnungen sind ungliicklich gewahlt. Der Buchstabe v taucht zweimal
auf. Einmals als der gesamte Vektor ¢ und einmal als y-Komponente v. Das ist
unschén. Da wir kiinftig nur mit der Verschiebung in z-Richtung (z-Komponente
w) zu tun haben werden, ist der Schonheitsfehler nicht wirklich schlimm. Warum
die z-Richtung? Bei unseren Biegebalken liegt das Koordinatensystem so, dass die
z-Achse nach unten zeigt, wohin sich Teile des Balkens verschieben werden, wenn
wir ihn biegen.
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2. Langendnderung (= Dehnung)

Beispiel einer isolierten Langendnderung in z-Richtung:

” 4 L
La and Al
(I1.26) Dehnung = ansenan ?rung; £=—
Ausgangslidnge l
Al
hier ¢, = 7; €y, €, analog

3. Winkeldnderung (= Scherung)

Eine urspriinglich rechteckige Oberfldche eines Volumenelements wird durch Be-
anspruchung rautenformig.
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™
(II27> 5 - 19xy = Yoy = @+ 6
mit
5+ Kantenwinkel vor der Verformung
U4yt Kantenwinkel nach der Verformung
Vay: Scherung

Die Scherung 7., (sprich gamma xy) ist zwar in der Skizze nicht direkt zu erken-
nen. Im Gegensatz zum gut erkennbaren Winkel 9, hat die Scherung den grofen
Vorteil, dass sie Null ist, wenn keine Verformung vorhanden ist. 9, wire in diesem
Fall 7/2.

3.1 Zusammenhang zwischen Spannung und Verformung

Voraussetzung: Isotropie, d.h. alle Kérperpunkte haben gleiche Materialeigenschaften.
Es gibt keine Vorzugsrichtungen.

Schweizerkése ist ein Beispiel fiir einen anisotropen Werkstoff. Manche Korperpunkte
liegen im Kise, manche liegen in einem Loch. Ahnliches gilt fiir Gusswerkstoffe mit
Lunkern. Holz ist ein anderes Beispiel fiir einen anisotropen Werkstoff. Durch die Fa-
serstruktur hat Holz eine Vorzugsrichtung. Kundige Holzhacker versuchen erst gar nicht
quer zur Faser zu hacken, sondern nehmen die Kettensége. Faserverstirkte Kunststoffe
wie GFK und CFK gehéren auch zu dieser Kategorie.

Grundversuch: Axial gezogener (oder gedriickter) Zylinder. In einem solchen Fall nennen
wir die Struktur einen Stab.

Annahme: In hinreichendem Abstand vom Kraftangriffspunkt herrscht ein gleichméfiger,
tiber den Querschnitt verteilter eindimensionaler Spannungszustand (SAINT-VENANT-

sches Prinzip) mit
N

)

Oz
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Der Abstand dy, vom Kraftangriffspunkt stabeinwiirts gemessen, geniigt. Ubrigens, o,
ist bei diesem Spezialfall eine Hauptspannung, da keinerlei Schubspannungen vorhanden
sind. Wir bleiben diesmal bei der Bezeichnung o, und benennen nicht um in o; oder o
oder os3.

Das Ergebnis ist eine
e Stabverldngerung um AL,
e Querkontraktion um Ad.

Erkenntnis: Der Zusammenhang zwischen

N AL Ad
= Er = L_O und €q = d_o

ist fiir jedes Material verschieden. Eine echte Nullaussage, danke fiir das Gerdusch :-)

Stall wui t holutr
Tkt z.R.
X—10Cr Mo'f

. Gtald ke

\ Teshihed
orider Halerinl © 52350 (43%)
X S

k. Nichieiseu yeball

Wir betrachten die iiblichen Bezeichnungen in solchen Spannungs-Dehnungs-Diagrammen.
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6z ¢ \. i n
s g LGz

op: Proportionalitdtsgrenze oder theoretische Elastititdtsgrenze. Bis dahin reversibles
Verhalten. Linearer Kurvenverlauf mit Steigung F (Elastizitatsmodul).

or (R,): Dehngrenze, oder technische Elastizitdtsgrenze. Bei Entlastung irreversibler
Dehnungsanteil von 0,01% (e = 0,0001 = 1-10~%). Weitere Bezeichnungen: o5 =

00,01 = RpO,Ol'

os (Re): Streck- oder Fliefsgrenze, sofern ausgepriagt. Ohne ausgeprigte Fliefgrenze,
einfiihren einer technischen Fliefsgrenze. Weitere Bezeichnungen: s = 0p02 =

Rpo02

op (Rn): Zugfestigkeit, starke ortliche Einschniirung, Maximum der o-e-Kurve, noch
kein Bruch aufser bei sprodem Material.

oz: Bruchfestigkeit, zerreifsen der Probe. Hat keine praktische Bedeutung als Material-
kennwert.

In der Mechanik und in der Werkstofftechnik sind die Spannungsbezeichnungen leider
auseinandergedriftet. Die Mechanik hat keine Scheu vor dem griechischen Buchstaben
sigma, wihrend die Werkstoffkunde wohl ohne griechischen Zeichensatz auskommen
mochte.

Nachsatz zu op: Diesen Wert messtechnisch zu erfassen, ist nicht wirklich moglich. Nach
der Entlastung darf keine bleibende Langenédnderung vorliegen. Das trifft aber auch bei
Belastungen mit kleineren Spannungswerten zu. Deshalb hat man willkiirlich definiert,
wenn 0,01% bleibende Dehnung tibrig bleibt, dann kann man das gut messen, es ist aber
noch keine nennenswerte bleibende Dehnung. Daher hat op auch keine werkstoffkundli-
che Bezeichnung mit R.
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Vollig ohne technische Bedeutung ist der Verlauf der wahren Spannung. Den Verlauf
messtechnisch zu erfassen, wére extrem aufwendig. Bei Beginn der Querkontraktion
miisste man die Probe entlasten, ausbauen, abdrehen, so dass die Einschniirung ver-
schwunden ist und den Versuch mit kleinerer Querschnittsfliche S ein wenig fortsetzen,
wieder unterbrechen, ausbauen, abdrehen usw. — Macht kein Mensch.

Das alles ist uns viel zu kompliziert. Wir brauchen eine
Vereinfachte Darstellung

In erster Naherung gibt es in der technischen Mechanik nur zwei Werkstoffe

1. Sprodes Material

L b
og

Es gibt einene lineare Abhéngigkeit zwischen ¢ und €. Mit Erreichen der Zugfes-
tigkeit op zerreift das Material. Glas kommt dieser Idealisierung ziemlich nahe.
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2. Elastisch, ideal plastisches Material

= . b Fuearenze

bt

elogkiscler Berelch

plagkischer Bereich

Sofern die Flieligrenze op nicht iiberschritten wird, sind die Verformungen re-
versibel und finden entlang der Geraden im elastischen Bereich statt. Wird die
Fliefsgrenze iiberschritten gibt es eine plastische Verformung. Nach der Entlastung
verbleibt in einem solchen Fall eine bleibende Dehnung.

3.2 Elastischer Bereich, HOOKEsches Gesetz

Wir haben uns ein stark vereinfachtes Materialverhalten beschafft. Nun betrachten wir
den elastischen Bereich, der so bei nahezu jedem Werkstoff zu finden ist, zumindest wenn
wir es mit der Belastung nicht iibertreiben.

Es gilt:

(I1.28) o, =Fe mit =1, 2, 3.

Dieses HOOKE?sche Gesetzt gilt nur fiir den Fall, dass eine einzige Hauptspannung auf-
tritt (= einachsiger Zug oder Druck).

E: YOUNG3scher Elastizititsmodul. Er ist experimentell fiir jedes Material zu ermitteln.
Fiir Stahl gilt ndherungsweise

N
— =2,1-10° =2,1-10° MPa

Eq; =2.1-10"
St = 4 -

mm?

2Robert Hooke, 1635 bis 1703
3Thomas Young, 1773 bis 1829
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Ein Stab unter Zugspannung wird gedehnt mit ¢ = %, dabei nimmt sein Durchmesser

ab.
Ad
- d
Der Zusammenhang zwischen Léngs- und Querdehnung ¢, ist materialabhéngig

€q

(I1.29) £q = —VE, i=1,2, 3.

v: Po1ssoN“sche Querkontraktionszahl. vgr = 0,25 ... 0,3. Es gilt v <0,5.

Bei v handelt es sich um den griechischen Buchstaben nii. Obiges ausgesprochen lautet:
Nii-Stahl gleich 0,3.

Anmerkung: Die hdufige Annahme einer Volumenkonstanz des gedehnten Korpers tritt
in der Regel nicht ein. Ausnahme Gummi mit v mmi = 0,5- Bei v = 0,5 bleibt das
Volumen konstant.

Beim raumlichen Hauptspannungszustand,

03

d.h., es treten drei Hauptspannungen auf, jedoch keine Schubspannungen, gilt:

4Siméon Denis Poisson 1781 bis 1840
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€1 = % [o1 — v (02 + 03)]
(11.30) €y = % [02 — v (01 + 03)]
1
EgZE [Ug—V(Ul—i-UQ)].

Dieser Zusammenhang ist von eventuell auftretenden Schubspannungen unabhéngig. In
einem beliebigen Spannungszustand gilt:

co= 2 [oe— v oy +02)
(I1.31) £y = % loy — v (0z +02)]
€2 :% o, — v (o, + 0y)].

Fiir den Zusammenhang zwischen Schubspannungen und Scherungen im elastischen Be-
reich gilt

Mit der Abkiirzung

gilt

Toy = G’nya Tez = G%:z, Tyz = G’sz

G: Schubmodul. Bei Stahl mit £ = 2,1-10° MPa und v = 0, 3 gilt G ~ 8,1-10* MPa.
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Weiterfiihrende Hinweise

Die hier getrennt behandelten Verformungsgréften
e Verschiebungen u, v, w bzw. ¢ [m, mm]|
e Dehnungen ¢,, €,, €. [1]
e Scherungen 7v,y, Vaz, V4> |1] bzw. [rad]

sind voneinander abhéngig. Beispiele ohne Beweis:

oo
e ox’ v T oy’ == 0z’
ov  Ou

/yzvy:'Yy:v:a_x'f—a_ya

Alle Verformungsgréfen € und v werden im CAUCHY-GREENschen Verzerrungstensor
zusammengefasst

1 1
Ex 57:1:1/ 57:1:2

(IL33) G=| 3% & 3%

1 1
5z 3702y Ez
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3.2.1 Ubungsaufgabe, CAUCHY-GREENSscher Verzerrungszustand

Fiir einen ideal elastischen Werkstoff sei in einem Punkt P der folgende Spannungszu-
stand gegeben:

5 = -100 MPa

(el NN
S = DN
o O O

Ferner ist gegeben: F = 2,1 -10° MPa, v = 0, 3.
Gesucht: CAUCHY-GREENscher Verzerrungszustand.
Zusatzfragen:

1. Ist der Verzerrungszustand raumlich, eben oder einachsig?

2. Welcher Spannungszustand liegt vor, zeichnen Sie den MOHRschen Kreis.
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Allgemein gilt:

Ea  3Vay 3Vez
G=| 3% & 3V
TVew 3Vew s
Fiir die Dehnungen gilt
= (o~ v (o, + )
Ep = z Oy —V(0y+ 0,
s =——[400-0,3-1
£ 2’1‘105[00 0,3 - 100]
£, =1,76-1073
1
&=7 oy — Vv (0, + 02)]
1
= [100—0,3-4
Ey 51105 [100 — 0,3 - 400]
g, = —0,095-107°
1
€, = E [Jz - V<0$ + Uy)]
1
£, =—0,71-1073
Nun die Scherungen
1 2-(1+v)
Vay I Tay E Tay
2,6
oy = ———— 200
IR

Yzy = VYyz = 2,48 - 10_3

1
2

5 Yoy =

1
5 Tor = 1,24-1073

CAUCHY-GREENscher Verzerrungszustand:

+1,76 +1,24 0
G=| +1,24 —0,095 0 -107°
0 0 —0,71
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1. Ist der Verzerrungszustand raumlich, eben oder einachsig?

Da auf der Position von €, ein von Null verschiedener Zahlenwert steht, haben wir
einen raumlichen Verzerrungszustand.

2. Welcher Spannungszustand liegt vor?

Bei der Spannungsmatrix finden wir eine Zeile Nullen und eine Spalte Nullen. Das
ist ein klarer Nachweis fiir einen ebenen Spannungszustand. Ublicherweise sind in
einem solchen Fall nur vier Zahlenwerte oben links in der Ecke vorhanden, so wie
hier. Ubrigens einen einachsigen (synonym: eindimensionalen) Spannungszustand
finden wir, wenn nur ein o-Wert alleine in der Matrix steht, sonst nur Nullen.

MoHRscher Kreis, Mafstab: 1 cm = 50 MPa

Hier kénnen Sie das Finden der Hauptspannungen tiben (Schnittpunkte des Kreises mit
der o-Achse. Wer mochte kann auch Schnittbilder fiir die schubspannungsfreien Ebenen
zeichnen. |
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3.2.2 Ubungsaufgabe, Lingeninderung eines Quaders

Auf einen Stahlwiirfel wirken folgende Spannungen (tatséchlich ein Wiirfel, auch wenn
die Skizze anders aussieht):

Oz

Y

Oy

|o.| =200 MPa  als Zugspannung
loy| = 150 MPa  als Druckspannung
lo.| = 100 MPa als Druckspannung
E =2,1-10° MPa, v=0,3
ly =10, ="{, =40 mm

Gesucht sind die Kantenléngen in belastetem Zustand (3, £y, £7.
Es gibt keine Schubspannungen.
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Wir haben drei Normalspannungen gegeben mit verschleiertem Vorzeichen. Es gibt die
feste Vorgabe: Druckspannungen sind negativ, Zugspannungen sind positiv. Ferner gibt
es den Hinweis, dass es keine Schubspannungen gibt. Also sind die Spannungen o, o, 0.
Hauptspannungen. Das ist verwirrend. Daher noch einmal folgender Hinweis:

0z, 0y, 0, Zeigen immer in z, y, z-Richtung
01, 09, 03 sind immer Hauptspannungen.

Wenn aber eine Hauptspannung in z-Richtung zeigt, dann kann sie wahlweise o, oder
0123 heiflen. Welche Ziffer im Index steht, ist willkiirlich.

Vorzeicheniiberlegung

0, =+200 MPa, o, =—150 MPa, 0. = —100 MPa.

1 Al,
EIZE o, —v(oy+0,)] = 0
1 Al

€y = 4 [Uy_y(ax+02)] = Ty
y

1 AL,
EZ:E 0, —v(oy+0y)] = 7

Neue Kantenlénge
=0+ Al =0+l =0, (1+¢,)
1
=10, (1 + 5 lop — v (o) + O'Z)])

¢ = 40,052 mm

0=1, (1 +% loy — v (0x + az)])

= 39,966 mm

Y

=, <1+% 0. — V(Um+0y)]>

07 =39,978 mm
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4 Vergleichsspannungshypothesen

Problemstellung Gegeben sei ein dreiachsiger (synonym: rdumlicher) Spannungszu-
stand fiir einen Punkt eines belasteten Bauteils. Ab welchen Zahlenwerten im
Spannungstensor S tritt plastisches Flieken ein?

Da im Spannungstensor neun (sechs unabhingige)® Zahlenwerte angesammelt sind,
ist die Antwort alles andere als trivial.

Losung Es muss ein Zusammenhang zwischen dem Spannungstensor S (9 bzw. 6 Gré-
fsen) oder besser seinen Invarianten Iy, I5, I3 und einer Vergleichsspannung herge-
stellt werden, die direkt mit Materialkennwerten verglichen werden kann.

Oy = f(fl, 12, ]3)

0, kann z.B. mit der Fliefsgrenze o des elastisch-ideal plastischen Werkstoffs ver-
glichen werden.

Wir reduzieren unser Problem von neun Belastungsgrofen (Spannungen) in der Matrix
zunéchst auf drei Invarianten I, I, I3 und dann weiter auf einen einzigen Zahlenwert
0,. Den konnen wir dann mit Materialkennwerten aus der Werkstoffkunde vergleichen.
Dieser Vergleich liefert die Aussage ,hélt oder hélt nicht®.

Der erste Schritt ist noch mathematisch korrekt, Invarianten kénnen préazise berechnet
werden. Vorgriff: Aus diesen Invarianten bestimmen wir die Hauptspannungen oy, o9, 03,
was auch mathematisch prézise vonstatten geht aber es sind immer noch drei Zahlen-
werte.

Der néchste Schritt, die Reduktion von drei Spannungen auf eine einzige, ist nicht ma-
thematisch korrekt, sondern eine Hypothese (Annahme).

Eine besonders hirnrissige Hypothese ist folgende: Lasst uns die drei Hauptspannun-
gen oq, 09, 03 addieren. Wenn das Ergebnis kleiner ist, als die Fliefsgrenze sollte das
Bauteil eigentlich nicht kaputt gehen. Da ist es wieder, das héssliche Wort. Diese Hypo-
these ist vollig untauglich. In manchen Féllen verschwendet man Material, in anderen
Fillen fliegt einem alles um die Ohren.

Wir benétigen bessere Vergleichsspannungshypothesen, die sogar funktionieren. Die schlech-

te Nachricht bei dem Thema: Wir miissen Hauptspannungen bestimmen (MOHRscher

Kreis oder charakteristisches Polynom). Die gute Nachricht: Die Vergleichsspannungshypothesen
(es gibt zwei Stiick) sind reine Taschenrechnerakrobatik.

®Die Schubspannungen tauchen immer paarweise mit gleichem Zahlenwert auf. Beispiel 7., = 7,
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An einem abschreckenden haben wir gesehen, dass die Vergleichsspannungshypothesen
etwas durchdachter sein miissen. Es stellt sich die Frage, was ist das Kriterium, dass ein
Werkstoff beginnt zu flieflen.

4.1 Mogliche FlieBkriterien

1. Fliefbedingung nach TRESCAS, auch genannt Schubspannungshypothese.

TRESCA fand heraus, dass das Doppelte der maximale Schubspannung ein gu-
tes Kriterium fiir die Werkstoftbelastung ist. Damit ist jedoch nicht der grofste
Schubspannungszahlenwert gemeint, der in der Spannungsmatrix steht, sondern
die tatsdchlich auftretende maximale Schubspannung, auf einer irgendwie geneig-
ten Schnittflache.

2 |7'max| = Oy,

mit Tmax aus dem MOHRschen Kreis.

T

|7'max|

2 |Tmax|

01 02

\Tmaxf

Der Durchmesser des MOHRschen Kreis ist das Fliekriterium. Er berechnet sich
erkennbar aus einer Hauptspannungsdifferenz.

Fiir den rdumlichen Hauptspannungszustand gilt

(I1.34) o, = max {|oy — oal; |01 — o3]; |02 — 03]}

6Henri Edouard Tresca, 1814 bis 1884
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Wir suchen also den Betrag der grofiten Hauptspannungsdifferenz, sie ist unsere
Vergleichsspannung nach TRESCA.

2. Hypothese von HUBER und VON MISES’, genannt Gestaltinderungsenergiehypo-
these.

Der Grundgedanke der Herren HUBER und VON MISES war, dass die Energie, die
aufgewandt werden muss, um einen Korper zu verzerren, das Fliefkriterium ist.
Auf eine Herleitung wird verzichtet, es wird lediglich das Ergebnis verkiindet.

(I1.35) Oy = \/— [(01 —09)% 4 (01 — 03)% + (02 — 03)2]

Taktischer Hinweis. Bei der Berechnung nach HvM passiert folgender klassische
Fehler: Der Faktor % wird nur bei (o7 — 09)? angewandt und bei den anderen
Termen vergessen. Um das zu verhindern speichern Sie die drei Hauptspannungen
incl. Vorzeichen in die Speicher A, B, C Ihres Taschenrechners und tippen Sie die
Gleichung (I1.35)

Bei beiden Hypothesen miissen aus einem beliebigen rdumlichen Spannungszustand zu-
néchst der raumliche Hauptspannungszustand bestimmt werden.

Das ist gleichbedeutend mit der Bestimmung der Hauptspannungen oy, 09, 03. Wir wis-
sen, das geht auf zwei Wegen, entweder charakteristisches Polynom oder MOHRscher
Kreis. Mit den Bordmitteln wéhrend der Klausur schaffen wir das nur bei ebenem Span-
nungszustand. Beide Verfahren liefern zundchst nur zwei Zahlenwerte, nennen wir sie
01, 09. Wichtig ist, dass die dritte Hauptspannung nicht vergessen wird. Beim ebenen
Spannungszustand gilt o3 = 0. Die Vergabe der Ziffern im Index ist — wie wir wissen —
willkiirlich.

"Maksymilian Tytus Huber, 1872 bis 1950,
Richard Edler von Mises, 1883 bis 1953.
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Zeichnerische Darstellung von (I1.34) und (I1.35) fiir den ebenen Hauptspannungszu-
stand mit o3 = 0 in einem o7, go-Koordinatensystem.

Liegt der Spannungszustand eines Kérperpunkts, dargestellt durch ¢, 05 und o3 = 0 im
Inneren der Fliekfigur (Sechseck oder Ellipse), so verhélt sich das Material elastisch. Am
Rand tritt plastisches Fliefsen ein. Aufserhalb der Flieffigur ist die Vergleichsspannung
o, grofer als die Flieligrenze op.

TrRESCA kalkuliert ’vorsichtiger’ als HUBER und VON MISES. Im Stahlbau ist HUBER
und VON MISES iiblich.

Wir sind noch nicht ganz fertig. Nach der Entscheidung "hélt’, weil o, < o mochte die
Ingenieurin, der Ingenieur auch noch gut schlafen kénnen. Ublicherweise geht man nicht
bis an die Grenze der Fliekfigur sondern hélt einen Sicherheitsabstand, bzw. man fiihrt
einen Sicherheitsfaktor ein

4.2 Zuldssige Spannung

Bei beiden Hypothesen muss gelten

OF

zul sy

oy < 0,01 mit o

bei Auslegung im elastischen Bereich, oder
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0B

zul Sg

oy < 0l mit o

bei Auslegung im plastischen Bereich. Dabei sind sg, sp Sicherheitsfaktoren gegen Flie-
fen bzw. gegen Bruch. o ist die Fliekgrenze und op die Zugfestigkeit.

Zusammenfassung zur Dimensionierung von Bauteilen

1. Gefdhrdete Bauteilbereiche identifizieren. Details spéater, z.B. maximales Biegemo-
ment suchen.
Spannungszustand an dieser Stelle erfassen. Spannungsberechnung spéter — S.
Hauptspannungen bestimmen — o4, 09, 03.

Vergleichsspannungshypothese anwenden — o,,.

AT

o, mit 0, vergleichen.

o, 1=2F gegen Fliefsen
SF

zul

oy < 0,1 mit

o
£ gegen Bruch
SB

Ozul =

Sicherheitsfaktoren sind Unsicherheitsfaktoren!

Welchen Sicherheitsfaktor man wahlt, ist sehr verschieden. Im Seilbahnbau wird wegen
der noch nicht restlos bekannten Vorgédnge in Drahtseilen mit bis zu sp = 8 gerech-
net. Grund sind die Wechselbiegungen {iber einen langen Zeitraum in rauer, korrosiver
Umgebung. Zudem werden Drahtseile zur Personenbeférderung nach bestimmten Nut-
zungsdauern verworfen. Am anderen Ende der Skala erzdhlt man sich die Geschichte,
dass bei der Entwicklung der Mondrakete Saturn V mit sgp = 0,9 gerechnet wurde. Wird
schon gut gehen, ist ja ohnehin eine Wegwerfrakete. Irgendwo dazwischen miissen Sie
Ihr Schlafmittel dosieren. Ein anderes Bild lautet in diesem Zusammenhang: Die Leute

von Doppelmayr® ziehen sich warm an; die NASA-Fritzen von damals standen in der
Badehose da.

8Osterreichischer Seilbahnhersteller, Weltmarktfiihrer. Beim Skifahren (in Ischgl und iiberall sonst)
sehen Sie das Firmenschild an jedem Stiitzmast.
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4.2.1 Ubungsaufgabe, Vergleichsspannungshypothesen

Gegeben sind ebene Spannungszustinde. Berechnen Sie die Vergleichsspannungen nach
der Gestaltanderungsenergiehypothese.

1.

o, = 200 MPa

oy = 0 MPa

Tay = Tye = 100 MPa
2.

o, = —500 MPa
o, = —100 MPa
Tay = Tyz = 300 MPa

Verwenden Sie zunéchst die Methode mit MOHRschem Kreis und bestitigen Sie die
Ergebnisse durch eine Berechnung mit charakteristischem Polynom.

Ergebnisse

1. o1 = 240 MPa, 09 = —40 MPa, rechnerisch o1 = 241,4 MPa, 0o = —41,4 MPa.
0, = 264,5 MPa. Nicht vergessen, o3 = 0.

2. 01 = —660 MPa, 0o, = 60 MPa, rechnerisch oy = —660,56 MPa, o, = 60,56 MPa.
o, = 692,83 MPa.

Abweichungen auf Grund von Rundungen oder dickem Bleistift sind moglich.
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4.2.2 Ubungsaufgabe, Knotenblech 2, TRESCA

Ein Knotenblech wird durch dufsere Kréfte beansprucht.

Im quadratischen Kernbereich kann ebener Hauptspannungszustand angenommen wer-
den.

Gegeben: F} = 30 kN, a = 40 mm, Blechdicke d = 3 mm, or = 300 MPa.

Berechnen Sie die Sicherheit gegen Flieften nach TRESCA fiir

a) b)
Fy = +10 kN Fy=—10 kN
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Wir betrachten den quadratischen Kernbereich des Knotenblechs. Bei der Gelegenheit
sei darauf hingewiesen, dass meine Darstellung von Spannungen nicht einheitlich ist. Im
folgenden Bild symbolisiert eine Vielzahl von Pfeilen die Spannung, in anderen Féllen ein
einzelner Pfeil. Auch in solchen Fillen sind Spannungen auf der gesamten Fliache vorhan-
den. Da im vorliegenden Fall aus Einzelkraften Spannungen berechnet werden sollen, ist
der zweifelsfreie zeichnerische Hinweis ,Spannung wirkt auf der gesamten Kantenflache*

von Vorteil.
it

G — e

Spannungsberechnung
Fy Fy
= o9 = —.

T ad

Die Aufgabenstellung weist uns auf einen Hauptspannungszustand hin, so dass die Be-
zeichnungen oy, o9 korrekt sind. Zufillig passen die Indizes zu denen der Kréfte.

Wir betrachten die Aufgabenteile a) und b) parallel
a) oy = 250 MPa, 0 = 83,3 MPa b) o1 =250 MPa, o = —83,3 MPa
Vergleichsspannungshypothese nach TRESCA.
Op = maX[\ol — o35 |o1 — o3l; |og — a3]|.
Wichtig:

0'320
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b)

o1 — 09 = 333,3 MPa
|og — 03| = 83,3 MPa
o1 — o3 = 250 MPa

a)

o1 — 09 = 167 MPa
0y — 03 = 83,3 MPa
01— 03 = 250 MPa

o, = 250 MPa. oy = 333,3 MPa.
o o
UU<Uzul:£; SF<U—I:
a) b)
sp<1,2 sp<0,9

Im Fall b) beginnt das Knotenblech zu fliefen. Bauteil ist unterdimensioniert.

Bemerkenswert ist bei dieser Aufgabe, dass nur eine Richtungsumkehr der Kraft F; zu
den unterschiedlichen Ergebnissen fithrt. Wir sehen auch, dass bei ebenem Spannungs-
zustand die Tatsache, dass o3 = 0 ist, von entscheidender Bedeutung sein kann.
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4.2.3 Ubungsaufgabe, Kesselformel

In dieser Ubung wollen wir das Mysterium kliren, warum Grill- oder Brithwiirstchen im-
mer langs aufplatzen, wenn sie zu heil werden. Sie konnten ja auch ein Ende absprengen
oder mittig in zwei Teile platzen. Tun sie aber nicht. Nach Verstindnis dieser Ubungs-
aufgabe konnen Sie bei Grillpartys alle Anwesenden belehren, dass die Wiirstchen gar
keine andere Wahl haben, als langs aufzuplatzen. Das liegt ndmlich an der Kesselfor-
mel, die wir herleiten werden. Leider werden Sie anschlieftend zu keiner Grillparty mehr
eingeladen.

Ein zylindrischer Kessel steht unter dem Druck p. Wie grof ist die Sicherheit gegen
plastisches Flieflen nach der Gestaltdnderungsenergiehypothese? Betrachtet sei nur der
zylindrische Teil des Kessels.

oy

Gegeben: p = 100 bar, d; = 300 mm, s = 5 mm, or = 300 MPa.

Zur Erinnerung: Vergleichsspannung nach HUBER und VON MISES.
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Die Suche nach Hauptspannungen ist hier in einem Zylinderkoordinatensystem ver-
gleichsweise einfach. Wir betrachten ein Stiick aus der Kesselwandung (Bockwurstpel-
le).

Wir sehen eine Spannung in Umfangsrichtung o, eine Spannung in radialer Richtung
o, und eine Spannung in Langsrichtung o,.

Ohne Nachweis: In diinnwandigen Behéltern treten keine Schubspannungen auf, so dass
die vorhandenen drei Spannungen Hauptspannungen sind. Wir kénnten sie umbenennen
in 0193, tun das aber nicht.

1. Berechnen von o, durch Schneiden des Behélters.

Kriftegleichgewicht aus Druckkréften und Kréften aus o,.

0. A =pA,

Die Flache A,, die Fliache auf der die Spannung o, wirkt berechnet sich zu
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™

Ay = [(d; +25)* — dF] 1

Diese Gleichung ist genau aber unpraktisch. Einfacher ist der Ansatz, indem wir

den mittleren Umfang auftrennen, abrollen und ein langgestrecktes Rechteck be-
trachten. Mittlerer Umfang mal Wandstarke.

Ay, =(di+s)7s

Bei einem diinnwandigen Behilter kann dieser Zusammenhang noch weiter verein-
facht werden zu

A, =d;Ts.

Nun zu der Fléache, auf der der Druck p wirkt.

™

(2

Nun kann o, berechnet werden.

Es kann gekiirzt werden.

2. Berechnen von o,

Wir schneiden erneut und erhalten neue, andere Flachen A,, A,. Da wie die Behél-
terbdden nicht betrachten sollen, schlieken wir den zylindrischen Teil des Behalters
mit zwei dichten aber nicht tragenden virtuellen Wéanden ab.
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L " i - W, F\Ef
Wael ol; .
b S /F a K ﬂ F

N{

S
= ! A— A A A A |

A %;?9 :

=

o,Ars =DA,

Fiir die Flachenberechnung kennen wir leider die Behélterldnge nicht. Wir erfinden
kurzerhand die Lénge ¢ und hoffen, dass sie sich herauskiirzt.

A, =20s
Ap == é dl
Nun kann o, berechnet werden.
Ay, L4,
9o =P A, 205
d;
Op = p%
Wir stellen fest, dass
o, =20,

Die Bockwurst hat also keine andere Wahl, als lings aufzureiften. Gleiches gilt fiir
Druckbehélter und Dampfkessel aller Art. Diese Zusammenhénge werden unter
dem Begriff Kesselformel zusammengefasst.
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3. 0, = 0 Wegen des Fehlens von Schubspannungen muss die die Radialspannung
Null sein. Das ist nicht sehr einleuchtend, da der Innendruck doch auf die inne-
re Oberfliche der Kesselwandung driickt. Trotzdem, in guter Nédherung gilt bei
diinnwandigen Behéltern o, = 0.

Es gilt 1 bar = 10° N

m2
N 300mm
=100-10° — - ———
%¢ m2 2-5mm
N N
_ 3 _
0y =3,010° — =300 —
N
0. = 22 — 150 —
mimm
300 0 0
N
S=| 0 150 0

Es liegt ein ebener Hauptspannungszustand vor.

I
Oy = \/5 |:(O'1 — 0'2)2 + (0'1 — 0'3)2 -+ (0'2 — 0'3)2]
l
0, = \/— 1502 + 3002 + 1502 —
2 mm
oy =260 —
min

Die Sicherheit gegen Flieflen betragt 1,15. Fiir Bockwiirste mag das ausreichen, fiir
Druckbehélter in Kernkraftwerken bei weitem nicht.

Im KKW Brunsbiittel ist im Jahr 2001 ein Rohr zum Reaktordruckbehalter bei einer Ho-
Explosion auf grofserer Lange 1dngs gerissen. Der Betreiber konnte die offene Rohrleitung
abschiebern und fuhr die Anlage wochenlang weiter. Als die Aufsichtsbehérde nachfragte,
deklarierte der Betreiber das Ereignis als ,spontanes Dichtungsversagen und verweigerte
zunachst eine Begehung. Dass im Regelbetrieb eines Siedewasserreaktors durch Radiolyse
H, entsteht, war bei der Auslegung dieser Anlage noch nicht bekannt. Der Schlitten wird
zum Gliick jetzt abgebaut. |
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5 Elementare Theorie der Balkenverformung

5.1 Zusammenhang zwischen Spannungen in einem
Balkenquerschnitt und den BeanspruchungsgroRRen

Betrachtet sei ein belasteter Balken mit beliebigem aber konstanten Querschnitt der
Flache A.

Wir wenden gleich einen Trick an. Wir versuchen die Beanspruchungsgrofsen N, @, M,
aus den eingezeichneten Spannungen zu berechnen. Wenn uns das gelingt, dann drehen
wir den Spiefs um, denn wir konnen die Beanspruchungsgrofsen N, (), M, am freige-
schnittenen Balken schon seit langem berechnen, sozusagen von aufsen. Auf diese Weise
bekommen wir die Spannungen heraus. Los gehts.

Die x-Achse sei die Verbindungslinie der Querschnittsschwerpunkte. Die Beanspruchungs-
grofen berechnen sich wie folgt:

1. Normalkraft

(11.36) N = [ 0,dA.

m—

2. Querkriéfte in z und y-Richtung

(IL.37) Q. = / e dA, Q, = / Tay dA.

A

hS
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3. Biegemomente um die Achsen y und z

(1138) Mby = /UdeA, sz = /nydA
A A

4. Torsionsmoment um die xz-Achse

(11.39) M, = / (Tozy — Ty 2) dA.
A

Das sind mehr Beanspruchungsgrofen, als wir gewohnt sind. Die eingezeichneten drei
Spannungen sind aber in der Lage, die aufgefiihrten insgesamt sechs Beanspruchungen zu
erzeugen. Im néchsten Schritt werden wir Vereinfachungen vornehmen, die dazu fiihren,
dass wir nur die altbekannten Beanspruchungsgrofen N, @), M, brauchen.

5.2 Balkenbiegung BERNOULLIsche Annahmen

Erst BERNOULLIs’ Annahmen erméglichen es, mit vertretbarem Aufwand Balkenbie-
gung zu berechnen.

a) Die Balkendeformation sei durch die Biegelinie (d.h. die verbogene Balkenachse)
w(z) gekennzeichnet.

Der Begriff 'Biegelinie’ hat zwei Bedeutungen. Zum einen ist es die Linie des ver-
bogenen Balkens, zum anderen ist es eine mathematische Formel w(z) = ... Zur
Erinnerung: Wir kennen die Verschiebungsgrofse v mit den Komponenten u, v, w.
Demnach ist w die Verschiebung in z-Richtung. Nur die ist fiir uns interessant.

b) Alle Kraftwirkungen sind vertikal (z-Richtung). Wirkungslinien von Kréften gehen
durch die Schwerpunkte S zugehoriger Querschnittsflachen.

9Jakob Bernoulli 1655 bis 1705. Jakob ist Spross einer Familie, die aus vielen beriihmten Mathema-
tikern bestand: Nikolaus I, Johannes I, Nikolaus II, Daniel I, Johann II, Daniel II. Alle trugen den
Nachnamen Bernoulli. Somit nimmt es nicht wunder, dass es eine Vielzahl von BERNOULLIschen
Gleichungen und Annahmen gibt.
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A

i il
) Elegeg’;& w(x)

Wir legen unser Koordinatensystem immer so, dass die Krifte in oder gegen die
z-Richtung wirken. Bei uns zeigt die z-Achse immer nach unten. Wenn die Kréfte
auf den Schwerpunkt driicken, wird der Balken nicht tordiert. Torsion werden wir
hiervon unabhéngig in einem spéateren Kapitel kennenlernen.

Balkenlangsfasern sollen sich gegenseitig nicht beeinflussen.
Das wird uns von einigen Spannungen in y- und z-Richtung befreien.

Die Querschnitte bleiben bei der Deformation eben (unverwdlbt), sie bleiben senk-
recht zur Biegelinie.

Das ist nur sichergestellt, wenn wir es mit dem Biegen des Balkens nicht iibertrei-
ben. Die Durchbiegungen w diirfen nicht zu grof werden.

Annahme eines ebenen Spannungszustands
o, # 0, Toz 7# 0, Tz 7 0.
Das hat zur Folge, dass gilt
oy=0, 0,=0, Tpy=7ypo=0, 7.=7,=0

Hier ist sie, die gute Nachricht. Von unseren neun denkbaren Spannungen bleiben
je nach Zahlweise drei oder zwei iibrig. Da gilt 7, = 7., haben wir es nur mit zwei
unabhédngigen Spannungen zu tun. Das wird doch wohl zu schaffen sein.
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f) Annahme linearer Normalspannungsverteilung

Die wichtigste Spannung o, und deren Verlauf legt BERNOULLI schlichtweg durch
Verordnung fest. Das ist zwar unbefriedigend, denn den Spannungsverlauf hétten
wir ja gerne selbst hergeleitet (haha). Praktisch ist dieser lineare Verlauf allemal.
Beim Aufstellen der Formel fiir 0., gleich im Anschluss, werden wir uns hierauf
berufen. Die Verformung in obiger Skizze ist iibrigens stark {ibertrieben dargestellt.
Wir wiirden so gegen Bedingung d) verstoken. Die Folge unserer Ubertreibung
sehen wir an der Koordinate z, die zeigt ja in eine vollig falsche Richtung. Mit
geringen Verformungen w bleibt alles im griinen Bereich.

Mit der Annahme f) gilt
(I1.40) O =C2
mit einem zunéchst unbekanntem Proportionalitatsfaktor c.

Je weiter wir von der neutralen Faser entfernt sind, Abstand z, desto grofer wird die
Spannung o,. Da 2z oberhalb der neutralen Faser negativ ist, bekommen wir sogar die
Vorzeichenumkehr, wenn wir in den Bereich der Druckspannung geraten.

Weiter gilt Gleichung (II.2)

d My,
und Gleichung (II.1)
dd% —q(x) =0
sowie
_ Ou
Er — (9_(1:

und Gleichung (I1.38) erster Teil
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Abschliefsend wird noch das HOOKEsche Gesetz fiir den einachsigen Zug bendttigt

0, =Fe,
Wir setzen ein (11.40) in (I1.38)
My, = /czsz
A
bzw
(I11.41) My, =c / 22 dA,
A

denn c ist ein konstanter Faktor. Das Integral ist nunmehr ein rein geometrischer Aus-
druck.

5.3 Abkiirzung fiir haufig auftretende geometrische Ausdriicke:
Flachentragheitsmoment

Tragheitsmomente sind sicher in irgend einer Form bereits bekannt. Gangig sind iiblicher-
weise Massentréagheitsmomente. Sie kommen in der Dynamik vor und beschreiben, wie
sehr sich ein rotierender Korper gegen eine Drehzahldnderung (= Winkelbeschleunigung)
wehrt. Hier geht es um etwas ganz anderes. Das Flachentragheitsmoment beschreibt, wie
sich ein Balken mit einer bestimmten Querschnittsfliche A gegen das Biegen wehrt. Die
Grofe der Querschnittsfliche alleine reicht als Kriterium nicht aus. Probieren Sie es aus.
Nehmen Sie ein Lineal, legen es flach an eine Tischkante, halten es so, dass ein dreiwer-
tig gelagerter Balken entsteht. Am Linealende lassen Sie eine Kraft wirken. Sie stellen
fest, dass das Lineal recht einfach verformt (gebogen) werden kann. Jetzt stellen Sie das
Lineal hochkant und versuchen das Gleiche. Es ist einleuchtend, dass das Lineal so sich
nur sehr schwer biegen lasst.

Es kommt also auch darauf an, wie gebogen wird. Dazu definieren wir Biegeachsen.
Die Biegeachse ist die Koordinatenachse um die der Balken gebogen wird. Dieser Satz
ist moglicherweise nicht recht verstandlich, weshalb ich eine ziemlich absurde Hilfsvor-
stellung beschreibe. Unser Balken, das Lineal von eben ist jetzt ein Handtuch. Es liegt
ausgebreitet auf dem Tisch. Die x-Achse beschreibt die lange Dimension des Handtuchs,
die z-Achse zeigt nach unten durch den Tisch, die y-Achse beschreibt die kiirzere Hand-
tuchbreite. Jetzt wickeln wir das Handtuch auf. Wir wickeln es um die y-Achse. y ist die
Biegeachse, synonym: wir biegen um die y-Achse.

Bei dem von uns gewéhlten Koordinatensystem (Balkenldngsachse z, Verformungsrich-
tung z, Balkenquerrichtung y) werden wir immer um die y-Achse biegen.
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Wir definieren

(11.42) I, = / 22 dA.
A

mit /,: Axiales Flachentragheitsmoment (FTM) um die y-Achse.

Dieses wird benétigt da in unseren Fallen immer um die y-Achse gebogen wird. Es gibt
jedoch noch zwei weitere Achsen, um die gebogen/tordiert werden kann.

(11.43) I, = / y? dA
A

mit [,: Axiales Flachentragheitsmomentum um die z-Achse.

In Tafelwerken wird mit [, und I, der Unterschied zwischen ,Lineal flach und Lineal
hochkant® beschrieben.

(11.44) Iy = / (2 +¢?) dA

mit Iy: Polares Flachentragheitsmomentum um die 2-Achse. Diese FTM wird bei Torsion
bendtigt.

Es gilt
Iy=1,+1,
Die Einheit von 1, I, Iy ist m* oder mm?.

Was kénnen wir uns unter der Einheit mm* vorstellen? Ganz recht: gar nichts. Es ist
einfach so.

Beispiel fiir die Berechnung des Flachentragheitsmoments I,

Gegeben ist ein Balken mit Rechteckquerschnitt der Breite b und der Hohe h.
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+% +2
Iy—/zsz— 2 dzdy
A b _h
2 2
Wir 16sen das innere Integral
+3 s
z° |t3
IL,= | — dy.

Wir 16sen das dufsere Integral

.
h3 h3 4+t
[ = _ -
v 27T 12Y
>
und erhalten
bh3
I, = —.
12

Kiinftig werden wir diese Berechnung nicht durchfiithren. In Tafelwerken sind Flédchen-
tragheitsmomente aller denkbarer Querschnitsformen aufgefithrt. Suchen Sie die Axia-
len und Polaren FTM von vollem und hohlem Rechteckquerschnitt sowie von vollem
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und hohlem Rundquerschnitt heraus und notieren Sie sich die Werte auf Ihrem legalen
Pfuschzettel.

An dem Ergebnis sehen wir auch, dass die Balkenhche mit dritter Potenz in das FTM
eingeht, wiahrend die Balkenbreite nur linear beitragt. Das bestétigt unseren Linealver-
such eindrucksvoll.

Taktischer Hinweis: Nicht immer lauten die Abmafe der Querschnittsfliche Hohe h und
Breite b. In Klausuren tauchen gerne die Mafse a und b auf. Damit mochte ich nachprii-
fen, dass Sie nicht nur Formeln abschreiben kénnen, sondern auch bekannte Formeln auf
die gegebenen Verhiltnisse anpassen kénnen.

Wir waren auf dem Wege, Verformungen und Spannungen am Balken zu berechnen.
Dabei kam uns das Integral
/ 2 dA

A

in die Quere. Wir konnten es 16sen und werden jetzt die Verfolgung unseres eigentlichen
Ziels wieder aufnehmen.

5.4 Differentialgleichung der Balkenbiegung

Eine ldngere Herleitung liefert fiir die Durchbiegung eines Balken folgenden Zusammen-
hang

(I1.45) I,E — = —M(z)

mit

w = w(x): Durchbiegung des Balkens an der Stelle x, auch genannt Biegelinie
E: Elastizitatsmodul
I,: Flachentrégheitsmoment um die y-Achse

My(z): Biegemomentenverlauf im Balken, wie in TM I kennengelernt.

Gleichung (I1.45) wird auch gerne in vereinfachter Form angeschrieben

I, Ew" = —My(x)

Gesprochen: ,I-ypsilon mal E mal we-zweistrich istgleich minus Em-be von x“
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Sehen Sie mir es bitte nach, dass wir die wichtigste Gleichung in TMII nicht herge-
leitet haben. Wir bréauchten dafiir etwa drei Seiten. Das wire alles sehr rechtschaffen,
diente aber kaum dem Verstandnis.

Nunmehr haben wir alles zusammengetragen, was zur Berechnung der Durchbiegung
eines Balkens notig ist. Die Berechnung der Spannungen (viel einfacher) kommt als-
bald.

Die kiinftige Vorgehensweise fiir die Verformungsrechnung wird sein:
1. Balken von Lagern freischneiden und Lagerreaktionen bestimmen.
2. Bereichseinteilung.
3. Schneiden im Bereich an der Stelle x in jedem Bereich.
4

. KG und MG um die Schnittstelle in jedem Bereich, Beanspruchungsgrofsen N, @), M,
bestimmen (wir brauchen nur M,).
Das alles konnen wir schon. Jetzt kommt Neuland.

5. DGL der Biegelinie zwei mal integrieren, dabei entstehen zwei Integrationskon-
stanten (fiir jeden Bereich).

6. Rand- und Ubergangsbedingungen aufstellen und Integrationskonstanten bestim-
men, miissen wir beim ersten Beispiel kennenlernen.

7. Alles einsetzen und nach w auflosen. Fertig.

Die Bestimmung der Biegelinie wollen wir an einem Beispiel im Rahmen der Vorlesung
kennenlernen. Zur Erinnerung: Der Begriff Biegelinie steht zum einen fiir die eigentlich
sichtbare Verformung der einstmals geraden Balkenldngsachse, zum anderen fiir unser
Rechenergebnis, die Angabe w(z) = .. ..

Beispiel

E

Gegeben: I, F, {, F; Gesucht: Biegelinie.

1. Lagerreaktionen:
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F
Ay
.
M3 T A ¢
Z X=0=A4,
Y Z=0=-A.+F
D Mg =0=My—F1(
2. Bereichseinteilung: Nur ein Bereich, 0 < x < /.
3. Schneiden im Bereich an der Stelle x:
A
x ) ]\"[b X
o LS
MR T A, Q
Y
- A
Q F
N £ 4 ’
, M\ o
z

4. KG und MG um S, hier rechts.

Y X=0=-N
Y Z=0=-Q+F
ZM[S]EO:—Mb—F(E—x)

N = 0; Q=F, My, =—F({—x)

Das Einhalten der Regel mit dem positiven und negativen Schnittufer wird jetzt
wichtig, da wir die Durchbiegung w mit richtiger Vorzeichenlage herausbekommen
wollen. Wir haben es richtig gemacht.
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5. DGL der Biegelinie
I, Ew" = —My(x)
M, einsetzen
I,Ew" =F({—x)
ausmultiplizieren
I,Ew' =F(—Fx

zweimal integrieren

2
JyEw'zFﬁx—F%+c1

2 3
IyEw:Fﬁ%—F%—I—clx—I—cQ

Beim Integrieren der linken Seite unserer DGL verschwinden nacheinader nur die
beiden ’Ableitungsstriche’, da I, und E konstante Grofen sind. Das Integrieren
der Polynome der rechten Seite hatten wir ganz dhnlich bei der Bestimmung von
Streckenlasten. Damals waren die Integrationsgrenzen bekannt; das ist hier nicht
der Fall, weshalb die Integrationskonstanten c;, ¢, hinzugefiigt werden miissen.
Die miissen im néchsten Schritt bestimmt werden.

6. Rand- und Ubergangsbedingungen:

Bei diesem ersten Beispiel gibt es noch keine Bereichsgrenze, an der der Begriff
"Ubergangsbedingung’ erliutert werden koénnte. Wir heben uns das fiir spétere
Beispiele mit zwei Bereichen auf. Trotzdem verwenden wir die zukunftssichere
Uberschrift 'Rand- und Ubergangsbedingungen’. Wir fangen mit den Randbedin-
gungen an. Ein Balken hat zwei Rénder, links auffen und rechts aufsen. Wir suchen
jetzt zwei Aussagen zur Balkenverformung an den Réndern, die bei unserer Lage-
rung zutreffen. Warum zwei? Wir haben zwei Integrationskonstanten.

Der rechte Rand bringt uns keine Erkenntnis. Die Durchbiegung w(z = /) ist
unbekannt. Die Neigung des Balkens am rechten Rand w'(z = ¢) (gesprochen:
we-Strich an der Stelle = gleich /) ist auch unbekannt. In beiden Féllen kénnen
wir vermuten, dass Durchbiegung und Neigung maximal sind. Das niitzt uns nichts.

Der linke Rand ist ergiebiger. Der linke Rand liegt an der Stelle z = 0. Dort
wo der Balken ,aus der Wand kommt* steht fest, dass er nicht nach unten oder
oben verschoben werden kann. Wir kénnen festhalten w(xz = 0) = 0. Ferner kann
der Balken wegen der dreiwertigen Lagerung dort keinerlei Neigung w’ einnehmen,
so dass auch festgehalten werden kann w'(z = 0) = 0. Die Randbedingungen sind
— nebenbei bemerkt — auf dem ,Lagerzettel* aufgefiihrt, schauen Sie nach.

Wir erkennen wegen der dreiwertigen Lagerung an der Stelle x = 0
w(zx =0) =0, w'(x=0)=0
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Diese beiden Randbedingungen sind vom Typ ,Doppelnull‘. Wie James Bond ha-
ben sie die Lizenz zum Toten. Wir werden immer wieder feststellen, dass eine
Randbedingung vom Typ Doppelnull eine Integrationskonstante ,totet”, d. h. zu
Null macht.

Beim Abarbeiten der Rand- und Ubergangsbedingungen werden wir kiinftig ei-
ne strategische Reihenfolge einhalten. Auch wenn das bei diesem Beispiel noch
nicht von Bedeutung ist, wird sie dennoch vorgestellt.

Strategische Reihenfolge
a) Doppelnull mit Strich, Beispiel w'(x =0) =0
b) Doppelnull ohne Strich, w(z = 0) =0
c¢) Ubergangsbedingung mit Strich, Beispiel wj(z = a) = wj;(r = a)
d) Ubergangsbedingung ohne Strich, wi(z = a) = wy (v = a)
e) Einfachnull mit Strich, Beispiel w'(z = ¢) =0
f) Einfachnull ohne Strich, w(z = ¢) =0

Wenn wir nach dieser Reihenfolge vorgehen, wird es der Regelfall sein, dass Schritte
iibersprungen werden miissen, da entsprechende Bedingungen gar nicht vorhanden
sind. Im vorliegenden Fall konnen wir a) und b) anwenden, den Rest nicht.

Die Ubergangsbedingungen wurden noch nicht erliutert. Wir machen das, wenn
wir ein Beispiel mit den zwei Bereichen I und II haben. Im Vorfeld versuchen Sie
trotzdem nachzuvollziehen, dass bei einer Bereichsgrenze an der Stelle x = a der
Balken keinen Knick hat und keinen Sprung macht. Nichts anderes sagen diese
Ubergangsbedingungen aus. Die Ubergangsbedingungen sehen immer gleich aus,
bis auf die Bezeichnung a. Da kann etwas Anderes stehen.

Wir fahren fort.

a) Doppelnull mit Strich, w'(x = 0) = 0 wird in eine passende Gleichung ,mit
Strich* eingesetzt. Folgende Gleichung von oben passt:

2
IyEw’:fo—F%+cl

einsetzen

02
I,E0=FL0~F 3+

0120
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b) Doppelnull ohne Strich, w(x = 0) = 0 wird in eine passende Gleichung ,ohne
Strich* eingesetzt. Folgende Gleichung passt:

2 3

IyEw:Fé%—F%—i—cla:—l—cQ

einsetzen
02 3
]yEOZFKE—FE—FClO—f—CQ

CQZO

M ist mit James zufrieden, QQ auch.
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7. Konstanten einsetzen, nach w auflosen
Wir benutzen die Gleichung ,,ohne Strich®.

2 3
IyEw:M%—F%Jrclircz

c1, Co einsetzen

2 3

T Xz

nach w auflosen

o= T ()

Zum Schluss wird darauf hingewiesen, dass w von x abhéngig ist. Aus Faulheits-
griinden wurde das (z) wihrend der Rechnung weggelassen.

Diese Gleichung wird Biegelinie genannt. Auch die sichtbare Verformung des Bal-
kens wird so genannt.

7 A

1
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5.4.1 Ubungsaufgabe, Streckenlast 3, Biegelinie

qo0

Gegeben: ¢, E, I,, qo, Gesucht: Biegelinie

Zur Behandlung der Streckenlast verwenden wir die Hilfskraftmethode.

1. Lagerreaktionen

|
Uf T B ‘W .

0/2
I

Y Z=0=-A+ql, A=ql
2 2

ZM[A]EOZ—MA—C]OE My =—q —

2. Bereichseinteilung

Achtung: Die Ersatzkraft ¢o ¢ muss jetzt entfernt werden. Daher nur ein Bereich
0<z </,

3. Schneiden im Bereich an der Stelle x

Da wir nur den Biegemomentenverlauf benotigen, lassen wir, wie schon bei den
Lagerreaktionen die Grofen weg, die entweder Null sind (/N) oder uninteressant
sind (Q). Das ist straflos moglich, da wir anschliefend Momentengleichgewicht um
die Schnittstelle machen. Weggelassene Kréfte haben dort keinen Hebelarm.
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3 M,

|
MAC TA t’“m /2

T

|
J[;,(J
4. MG um S hier links

x
ZM[S]EOZMb+QQ$§—A$—MA
2 2

X
ZM[S] EOZMb—G—QQ?—(]ofJI—FqOE

x? 2
My, = —qy — — gy —
b % +qolx —qo 5
5. DGL der Biegelinie
I, Ew" = —My(x)

I, Ew" = q
]yEu/:qO

I, Ew=q

Rand- und Ubergangsbedingungen

Mit einem dreiwertigen Lager bei x = 0 gilt
w'(x =0) =0, w(x=0)=0

Diese beiden Randbedingungen vom Typ Doppelnull fithren zu

01:0, CQZO

Auflosen nach w

4 3

w [z o

YTILE 246

w(z) = K e
241, E

02 22

4

[4? — 40z +62]
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Zum Schluss erinnern wir daran, dass w von « abhéngig ist (reine Kosmetik).

Diese Aufgabe und auch die néchste konnte jetzt noch ergénzt werden, indem Zahlen-
werte gegeben werden. [, konnte verschleiert werden, indem Breite b und Hohe A eines
Rechteckquerschnitts angegeben werden. In einer Klausur korrigiert es sich viel besser,
wenn nicht nach der Biegelinie gefragt wird, sondern z. B. wie weit senkt sich der Balken
bei x = £/2 ab. Dann muss in der Biegelinie jedes x durch ¢/2 ersetzt werden. Wenn der
Zahlenwert stimmt, die Einheit dabei steht und der Rechenweg passig erscheint, gibt es
volle Punktzahl. Das dauert 15 Sekunden — und néchste Aufgabe. So macht Korrigieren
Spafs. |
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5.4.2 Ubungsaufgabe, zwei Bereiche, Biegelinie

x
: e

2 I

Gegeben: ¢, E, I,, F, Gesucht: Biegelinie

1. Lagerreaktionen

M, T B , T . , .

Y Z=0=-A-F+F A=0
D Mp|=0=—Ms+Fl—F2( My=—F{¢

2. Bereichseinteilung

F
7

_

{ Bereich I: 0 < 2 < ¢ TFBereichII:€<x<2€
zZ

3. a Schneiden im Bereich I an der Stelle x
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( )
VAN | B ‘
|

MC i ¥, .

4
|

4. a MG um S, rechtes Balkenteil

ZM[S]EO:—Mb[+F(£—ZB>—F(2€—SL’)
My=F(—Fx—2F(+Fzx
Mb[:—F€

3. b Schneiden im Bereich II an der Stelle x

(4 5 Mz
v\ & )

A T F

4. b MG um S, rechtes Balkenteil

ZM[S] =0=—My; — F(20—2)
Mb[[:—QFg—{—FZL'

Da wir zwei Bereiche haben, haben wir zwei verschiedene Biegemomentenverlaufe;
also werden wir auch zwei Biegelinien haben. Fiir den Bereich I w; und fiir Bereich
IT wy;. Wir miissen also zweigleisig fortfahren.

5. a DGL der Biegelinie Bereich I

I, Ew] = —My(z)
I, Ew! =F1{

L, Ew;=Flz+c (1)
2
IyEw1:F€%+clx+02 2)
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5. b DGL der Biegelinie Bereich II

IyEw’I’I = —Mb[[(l')
I,Ew/,=2F({—Fz
2

IyEw},:2F£x—F%+03 (3)

2 3

IyEwH:2F£%—F%+03x+c4
3

IyEwH:FKxQ—F%+63x+C4 (4)

6. Rand- und Ubergangsbedingungen

Wir haben ein dreiwertiges Lager an der Stelle x = 0 und (erstmalig) eine Be-
reichsgrenze an der Stelle x = /.

a) wi(z=0)=0
b) wr(x=0)=0
o) wilr=10)=wy(r=
d) U)[(l‘ = f) = wWrr =

Wir kontrollieren: Vier Konstanten benétigen vier Rand- und Ubergangsbedingun-
gen, passt.

Die Bedingungen a) und b) sind uns wohlbekannt, sie sind vom Typ Doppelnull
und sorgen dafiir dass zwei Konstanten zu Null werden.

Die Ubergangsbedingungen c¢) und d) sind neu fiir uns. Sie gelten so an jeder
Bereichsgrenze. In dieser Aufgabe liegt sie bei x = ¢. Daher sehen wir an vier
verschiedenen Stellen ein und den selben Ausdruck (z = /).

Betrachten wir Bedingung c¢): Die Neigung unserer Biegelinie (w') an der Stelle
der Bereichsgrenze (z = ¢) ist von beiden Seiten (Bereich I, Bereich II) betrachtet
gleich grok. Wir wissen nicht, wie grofs die Neigung dort ist. Wir wissen nur, dass
der Balken an der Bereichsgrenze keinen Knick hat.

Betrachten wir Bedingung d): Die Durchbiegung (w-ohne Strich) an der Stelle
der Bereichsgrenze (x = () ist von beiden Seiten (Bereich I, Bereich II) betrachtet
gleich groft. Wir wissen nicht, wie groft die Durchbiegung dort ist. Wir wissen nur,
dass der Balken an der Bereichsgrenze keinen Sprung hat, keine Stufe hat.
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Wir vergewissern uns, dass die Reihenfolge der Bedingungen strategisch richtig
ist. Erst Doppelnull, dann Ubergang, dann Einfachnull (haben wir zum Gliick
nicht) und immer mit Strich zuerst, passt.

7. Konstanten bestimmen
Bedingung a) in Gleichung (1) einsetzen liefert ¢; = 0.
Bedingung b) in Gleichung (2) einsetzen liefert ¢, = 0.

Wir werden jetzt fir die Bedingung c) die Gleichungen (1) und (3) verwenden.
Wir sollen w)(z = ¢) mit w};(x = ) gleichsetzen. Schlau wie wir sind, werden
wir [, Ew}(x = {) mit I, Ew},(x = () gleichsetzen. Wir nehmen also die rechten
Seiten von Gleichung (1) und (3), ersetzten = durch ¢ und setzen diese beiden
rechten Seiten gleich. Unsere Kenntnis iiber ¢; wenden wir natiirlich an.
Bedingung c¢) mit den Gleichungen (1) und (3)
£2
Fﬁ:2FW—Jﬂ5+%
€2
C3 = —F 5

Ganz entsprechend gehen wir mit Bedingung d) und den Gleichungen (2) und (4)
um. Unsere Kenntnisse iiber ¢, ¢y, c3 wenden wir an.

& 3 &
F—=FF-F—-—-F—
2 6 y T

C4:F€

8. Nach wy, wyr auflésen

Gleichung (2) liefert

Gleichung (4) liefert

Die letzte Vereinfachung ist nicht wirklich nétig. Es gibt keinen Punktabzug, wenn
noch etwas ausgeklammert werden kénnte. Es ist sogar taktisch klug, in der Klau-
sur das mit dem Ausklammern nicht zu iibertreiben. Fehler dabei wéren sehr &r-
gerlich (genau: Kurz vorm locus .. .).
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5.5 Spannungen am Balken

Nach der Bestimmung der Biegelinie wollen wir uns dem entscheidenden Aspekt zuwen-
den: Welche Spannungen treten am Biegebalken auf und wie grof sind sie? Wir werden
feststellen, dieses Thema ist viel angenehmer als die DGL der Balkenbiegung.

Wir greifen einige Aspekte der BERNOULLIschen Annahmen wieder auf. Zudem wollen
wir den begonnen Trick zu Ende bringen. In Kapitel 5.1 auf Seite 126 berechneten wir
die Beanspruchungsgréfen N, (0, M, und noch einige mehr mit Hilfe von Spannungen.
Wir kénnen die Beanspruchungsgrofen schon seit langem ’von auflen’ berechnen und
werden so auf die Spannungen kommen.

Es gilt Gleichung (II1.41). Das dort angegebene M, ist unser altbekanntes M), da wir
ausschlieflich um die y-Achse biegen und unser Biegemoment daher eines um v ist.

Mb:C/ZQdA.
A

Das Integral ist unser Flachentrdgheitsmoment I,, so dass die bisher unbekannte BER-
NOULLI-Konstante ¢ nunmehr bekannt ist.
M,
c=—.

I

Y

Mit der BERNOULLIschen Annahme (I1.40)

Oy =cCZz
folgt
(I1.46) O = % z

i Druck
3 *E | neutrale Fosec
. BB
be
+ % le;f

:

Gleichung (I1.46) ist die entscheidende Gleichung bei der Spannungsberechnung. Wir
konnen damit an jeder Stelle des Balkens die Spannung o, ausrechnen. Uns interessiert
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spater dann die maximale Spannung iiberhaupt am Balken. Das heben wir uns noch ein
wenig auf, das kommt noch. Es sei schon jetzt verraten, dass o, die Spannung ist, die —
wenn zu grof — den Balken zerstoren kann.

Es gibt noch eine weitere Spannung am Biegebalken, die ist aus zwei Griinden ziem-
lich unbedeutend. Erstens: Ihr Betrag ist sehr viel kleiner als der von o,. Zweitens: Dort
wo o, am groften wird (an den AuRengurten des Balkens) wird diese weitere Spannung
Null sein. Schauen wir uns diese unbedeutende weitere Spannung an. Die Herleitung
wére etwas umstandlich, weshalb wir sie einfach verkiinden.

Ohne Herleitung gilt fiir die einzige am Balken auftretende Schubspannung

(11.47) T =T = 5o (2(y) —2%) .

Mit zg(y): Randkurve des beliebigen Balkenquerschnitts und @: Querkraft.

Y 2.)
=

Fiir (iiblicherweise vorhandene) Rechteckquerschnitte gilt

h
zr(y) = :|:§ = const

Dabei ist es herzlich egal ob plus oder minus, es wird ohnehin quadriert.
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AP :
/,&

3@): .z_r.zca«.s# lz

Also gilt in den meisten Fallen

(Q h2 2
II.4 p— — —_— — .
( 8) Tz Tzx 2 [y l z

Der Verlauf dieser Schubspannung ist parabolisch. Bei der neutralen Faser wird das
Maximum erreicht, an den Réndern sind die Schubspannungen Null.

7

tatsédchliche Lage von 7., um 90° gedreht dargestellt.

Dort wo die Normalspannung ¢, maximal wird, am Aufenrand (Aufengurt des Balkens),
ist die Schubspannung 7,. Null. Das ist eine wirklich gute Nachricht. Wenn wir einen
Balken dimensionieren, betrachten wir nur den Aufsengurt und dort herrscht einachsiger
Spannungszustand. Hurra, den Aufwand mit den Vergleichsspannungshypothesen kon-
nen wir uns sparen. o, wird mit dem Werkstoftkennwert verglichen und gut ist.

Jetzt miissen wir nur noch heraushekommen, wo am Balken die Maximale Normal-
spannung auftritt, dann sind wir fertig.
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5.6 Maximale Normalspannung am deformierten Balken

’Mbmax‘
I

)

(I1.49) |02 max| =

Izmax ’ .

Da I, und zyax nur von der Balkengeometrie abhangen, kénnen beide Parameter zusam-
mengefasst werden.

Mit dem — neuer Begriff - Widerstandsmoment gegen Biegung

1

I1.50 Wy = —2
Y

| Zmax]|
gilt

’Mbmaxl
II.51 Opmax| = ———.
(1151) 72ma] =

Ich personlich bin kein Fan des Widerstandsmoments W, ; schon allein wegen der irre-
fiihrenden Einheit mm?®. Ich ziehe die Gleichung (I1.49) der Gleichung (I1.51) vor. Sie
sollten trotzdem vom Widerstandsmoment gehort haben, denn draufsen schwirren genug
Leute herum, die kennen nur ,Emmbe durch Webe“. In Tafelwerken finden Sie an den
Stellen, an denen Sie Flichentrigheitsmomente finden auch Widerstandsmomente.

5.7 Zusammenfassung der Spannungsberechnung

Bei der Dimensionierung eines Balkens wird folgende Vorgehensweise empfohlen:
Lagerreaktionen
Bereichseinteilung

Scheiden im Bereich an der Stelle x fiir jeden Bereich

KG und MG um die Schnittstelle fiir jeden Bereich

Ll

Bei der Berechnung der Balkenbiegung mittels DGL gehen wir bis hier den gleichen
Weg. Jetzt beginnt ein neuer Weg fiir die Spannungsberechnung

5. | Mpmax| suchen mittels graphischer Darstellung der Beanspruchungsgrofe M,
6. |Zmax| festlegen (in der Regel die halbe Balkenhohe)
7. Gleichung (I1.49) anwenden

| My max |

‘O—x max‘ = [y

‘Zmax"
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8. Vergleich mit dem Werkstoffkennwert

or
Ozmax < Ogzul = —
SF

bei einer Auslegung gegen plastisches Fliefsen.

9. Nur wenn ausdriicklich gefordert, Schubspannungen berechnen, hierzu Gleichung

(I1.48) anwenden.
Q (1
vz — Tza — S5 - —Z .
oz =T = o7\

An dieser Stelle verrate ich Thnen einen haufigen Fehler in der Klausur. Weil der Anfang
der beiden Balkenprobleme (entweder Frage nach Durchbiegung oder Frage nach Span-
nung) gleich ist (Punkte 1 bis 4) rasten manche Klausurteilnehmer in ein naheliegendes
Kochrezept ein und nehmen zwischen dem Punkt 4 und dem Punkt 5 die falsche Ab-
zweigung. Wenn nach Spannungen gefragt ist und Sie filschlicherweise Durchbiegungen
berechnen, schieffen Sie sich gewaltig ins Knie. Alles, was Sie ausrechnen ist wertlos,
zudem ist Balkenbiegung sehr umfangreich, Sie verlieren viel Zeit fiir nichts.

151



Technische Mechanik II MB/MSE  Jo Venghaus 8. September 2023

5.7.1 Ubungsaufgabe, MOHRsche Kreise am Biegebalken

Gegeben ist ein langer schlanker Balken, auch wenn er nicht so aussieht.

7 ¢ Pkt. 1 F

Pkt. 2

Pkt. 3

AN

20 a

Gegeben: F'=150 N, a = 10 mm, b = 20 mm, ¢/ = 1 m.
Gesucht: MOHRsche Kreise fiir die Punkte 1, 2, 3.

Losung

Durch die Frage nach MOHRsche Kreisen liegt hier eindeutig eine Frage nach Spannungen
Vor.

1. Lagerreaktionen:

A’I,’
L

27

ZXE():AQC

Y Z=0=-A.+F
D Mg =0=My—F2¢

A, =0; A, =F; My=2F/7/
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2. Bereichseinteilung: Nur ein Bereich, 0 < x < 2/.

3. Schneiden im Bereich an der Stelle x:

A M,
i~ S0 :
ZEN Q
\
T A
0 F
N - 7\‘ 5 &
z

4. KG und MG um S, hier rechts.

ZXEOZ—N
Y Z=0=-Q+F
ZM[S]EOZ—M(,—F(QE—JI)

N =0; Q=F,; My,=—-F(2(—x)

5. Suche nach Spannungen an der Stelle x =/

Ginge es um eine Balkenauslegung, wiirden wir unter 5. nach dem maximalen
Biegemoment suchen. Hier sollen wir Spannungen an bestimmten Punkten her-
ausbekommen.

6. z-Position der Punkte 1, 2, 3 festlegen
Ginge es um eine Balkenauslegung, wiirden wir unter 6. nach |z,.«| suchen

Punkt 1: z = —g, Punkt 2: z =0, Punkt 3: 2 = _|_g
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7. Spannungsberechnung

Fiir MoHRsche Kreise miissen wir auch die Schubspannungen berechnen.

_ My(x)
I

Yy
_Q (P _,
21, \ 4

3
L
12
Hier finden Sie eine meiner Gemeinheiten, die Sie auch in der Klausur erwarten
diirfen. Wir hétten gerne Balken mit den Querschnittsabmafen Breite b und Héhe
h. Unser Balken hat die Breite a und die Hohe b. Das ist sehr verwirrend.

Oz z

Tez = Tzx

Ferner gilt

Mit den hier verwendeten Mafien gilt

_a
Y12
Punkt 1: z = —g
B —F7-12 b
Tx ab3 2
Oy = 6—M, o, = +225 MPa
ab?
Q b b
Toz = Tz = 75 - T
I, \ 4 4
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Punkt 2: z=0
—F7-12
O'z = —
ab3
o, =0
P12 b2 0
3F
Tyz Tox — =7, Toy = Tagp = 1, 125 MP&
2ab
Punkt 3: z = +g
F
O, = _6_£7 o, = —225 MPa
ab?

Tez = Tzx = 0

Was sagen uns diese Ergebnisse? Am oberen Balkengurt haben wir eine positive
Normalspannung, also Zug, am unteren demzufolge Druck. Diese Vorzeichenlagen
sind verldsslich, da wir von Anfang an den Stunt mit dem positiven und negativen
Schnittufer machen. Erwartungsgeméfs sind die Schubspannungen an den Aufen-
gurten Null.

An der neutralen Faser (= z-Achse) ist die Normalspannung Null (deshalb heifst
sie so, die neutrale Faser), die einzigen Schubspannungen am Biegebalken haben an
dieser Stelle das 'imposante’” Maximum von 7,, = 7., = 1,125 MPa. Es steht also
1:225. Schubspannungen haben noch nie einen Balken bei reiner Biegung zerstort.
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8. MOHRsche Kreise

Punkt 1
T
oy=0,=0 o, = +225 MPa
~_ ‘ M -
\
g
Keine Schubspannungen
Punkt 2

7., = 1,125 MPa

anderer Mafstab!

/\
K/ ;

Te. = 1,125 MPa
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Punkt 3

Oy, = —225 MPa\ oy=o0,=0

Keine Schubspannungen
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5.7.2 Ubungsaufgabe, Streckenlast 2, 1, Sicherheit gegen FlieRen

Wir betrachten einen Balken, der alle Schwierigkeiten zu bieten hat. Dies sind
e Streckenlast
e Biegelinie
e Spannungsberechnung mit Uberpriifung, wie grof die Sicherheit gegen Fliefen ist.

In der Klausur wiirde hingegen entweder nach der Biegelinie oder nach Spannungen
gefragt werden.

Gegeben ist ein langer schlanker Balken.

qo0

e
A / A B
|

Gegeben: £ = 1,2 m, E = 2.1 -10° MPa, ¢y = 1000 N/m, Balkenbreite b = 10 mm,
Balkenhohe a = 30 mm, Fliekgrenze op = 250 MPa.

Gesucht:
a) Durchbiegung an der Stelle x = ¢/2,
b) Sicherheit gegen Fliefen

Losung

Der Beginn der Berechnung ist fiir beide Aufgabenteile zundchst gleich. Wir benttigen
den Verlauf des Biegemoments.
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|
1. Lagerreaktionen:
mo
l
A, *QO
>
T },
Z X=0=A4,
ZZEO——AZ+q0€—B
ZM[A] =0=—ql-+ B/
a=0 A= po
2 2
2. Bereichseinteilung: Vorsicht, Hilfskraft ¢of entfernen!
Nur ein Bereich, 0 < x < /.
3. Schneiden im Bereich an der Stelle x:
A )
. o * M, T
P> > N —
A /
A, Q
\
x A
Q o (I — )
" 7\‘ 7 y
‘ o

4. KG und MG um S, hier rechts.
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> X=0=-N
ZZEO:—Q—i—qO(l—x)—B
(=2

An dieser Stelle miissen wir entscheiden, wie es weiter geht. Im Aufgabenteil a)
werden wir nach einer Durchbiegung gefragt. Demzufolge miissen wir die DGL der
Biegelinie 16sen

Losung a)

5. DGL der Biegelinie

I, Ew" = —My(x),
qox

]yEw”:—T(E—x),
4 2 2’
3 f 2
I Bw =25 LT o)
T {a?
Iywaqo24 —q012 + 1T+ e

6. Rand und Ubergangsbedingungen

Da wir keine Bereichsgrenze haben bleibt es bei Randbedingungen

(i) w(x=0)=0, (1) w(x=1¥¢)=0.

Die Bedingung (4) ist sehr angenehm, sie ist vom Typ Doppelnull und setzt die
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Konstante ¢, auf Null. Die Bedingung (ii) ist vom Typ Einfachnull.

_%54 qo !
0= o4 12 ‘|‘Cl€,
O:%f&)’_?(log3 .
24 24 !
53
012(13—47 co =10

daraus folgt

@t gqola? L AR

I,Ew=

T o T T 24
Qox r 3 2 3

I, Ew= 2+ (47 — 2027 + 6] .

Somit ist die Biegelinie berechnet. Gefragt ist nach der Durchbiegung an der Stelle

x=10/2.

( wl [ ¢
w(“ﬁ)zgzﬁz—5+47
or= )= gl [E 1 e

2) " W8IL,E|s 8 ' 8]

( @l [56
w(x25)248IyE_?}’

14 5QQ€4
w(x:§)=384IyE,

0\ 12-5q0 0t
v (3”_ é) T 3R4baPE

14 5(]0€4
w(xzé)zszbaSE’

w(ng) = 5,71 mm

Jetzt springen wir zuriick zu Punkt 4 und kiimmern uns um die Spannungsberech-

nung
Losung b)
4. lieferte ’
T
N=0;  Q=an(;-2: M="1"(-2)
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5. Suche nach der maximalen Spannung

Wir stellen fest, dass das Biegemoment parabolisch ist, da in M, sich ein x? ver-
steckt. Wir berechnen M,(xz = ¢/2). Wir hatten diesen Fall schon in einer fritheren
Ubung, weshalb ich etwas abkiirze.

62
My(z = £/2) = qu

qo
y _ qot? B~
\ ]\meax = mT ”’T””
M,
£2
Mbmax = q0_
8
6. Suche nach |zpax|
a
|Zmax| - 5
7. Spannungsberechnung
o _ | Mymax| |
rmax Iy max
Ferner gilt
_ba?
D)

Mit den hier verwendeten Mafien gilt
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12 70 ? a
Ozmax — 8bCL3 5

o 3q0 52
Ozmax — m

Ozmax = 120 MPa

OF
Ozmax < Ozul = ——
SF
or
Sp <

Ua:max

Das soll es zur Balkenbiegung gewesen sein. Zwei Kapitel miissen wir noch schaffen.

Torsion und Stabknickkung.
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6 Torsion einer Welle mit Kreis(ring)querschnitt

Sie werden sehen, dass Torsion viel einfacher als Biegung ist. Die Griinde sind:
e nur eine Beanspruchungsgrofe: Torsionsmoment M,
e nur eine Spannung: Schubspannung 7,
e es gibt wieder Verformung: Drillwinkel ¢ (theta),

e ja, es gibt hierfiir wieder eine DGL, sie ist jedoch von erster Ordnung, daher nur
eine Konstante.

Eine Welle (Eigengewicht vernachléssigbar oder durch Lager aufgefangen) sei beliebig
durch dukere Torsionsmomente My; (i = 1--- N) belastet. Auch Momentenverteilungen
sind denkbar

 dM, dF

et analog zu ¢(z) = W

m(z)

Momentenverteilungen m(z) (Einheit Nm/m = N) — im Gegensatz zu Streckenlasten g(x)
— sind sehr selten. Der einzig sinnvolle Fall liegt bei einem Bohrgestdnge vor, welches
tief in der Erde steckt und iiber eine gewisse Lange bei der Drehung am Gestein reibt.
Wir werden darauf verzichten.

Die zugehdrigen Momentenvektoren haben die Richtung der Wellenachse

Kiinftig werden wir statt der gekriimmten Pfeile Doppelpfeile in oder gegen z-Richtung
verwenden. Nur dieses eine mal mochte ich Thnen eine Momentenverteilung zeigen, was
mit Doppelpfeilen nicht recht geht.

Es gibt an jeder Stelle # der Welle einen Schnittmomentenvektor M;(z), der natiirlich
auch parallel zur Wellenachse = z-Achse liegt. Die Welle wird daraufhin verdrillt.
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Paciuszecer 12
Nael, dos Uov—
_, dnélau5

/Dnﬂwﬁ
/A

x}/
\ M}z&g@r R
vor dey lerdnllavsg

Den Drillwinkel 1 konnen wir sehen, wenn wir auf der Stirnfliche der Welle eine Markie-
rung anbringen, z.B. einen Radiuszeiger. Dann lassen wir die dufteren Torsionsmomente
M 4 wirken, woraufhin der Radiuszeiger in eine andere Richtung zeigt. Der eingeschlos-
sene Winkel ist der Drillwinkel. Wir miissen grundsétzlich in Bogenmafl rechnen.

Wie grofs kann ¢ werden? Da ist alles denkbar. Verschwindend kleine Bogenmafie, also
Bruchteile eines Grads sind denkbar. In der Tiefbohrtechnik gibt es hingegen Fille, in
denen auf dem Bohrtisch der Bohrantrieb zehn volle Umdrehungen macht, bevor 1000
m tiefer der Bohrmeifiel sich in Bewegung setzt. Das macht das Tiefbohrgeschéaft so ge-
fahrlich. Wenn die Koppelung zwischen Antrieb und Gestédnge nachgibt, entladen sich
diese zehn Umdrehungen. Das Bohrgestinge, das im ungiinstigen Fall bis hoch in den
Bohrturm reicht, schlégt dabei alles kurz und klein.

Auf Grund der Verformung treten Spannungen auf. Bei Kreis(ring)querschnitten sind
dies ausschliefslich die Schubspannungen 7,, und 7,.. Da Schubspannungen immer paar-
weise auftreten, gibt es demzufolge auch 7, und 7.,.

Das deckt sich nun nicht gerade mit meinen Versprechungen zu Beginn (nur eine Span-
nung). Abwarten — was nicht ist, kann noch werden.

Es gilt das Gleichgewicht am differentiellen Volumenelement nach Gleichung (II.5).

0o, 0Ty n OT

X*=0.
ox oy 0z + 0

Bei Torsion entfallt die Normalspannung o,., aufserdem verzichten wir auf die Volumen-
kraft X*, da wir die Eigengewichtskraft vernachléssigen. Somit verbleibt unter Beriick-
sichtigung der zugeordneten Schubspannungen
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0Ty, OTyy

0z oy

=0.
Dies ist erfiillbar durch

Tz = —const - y; Tzy = FcoOnst - 2

Mit Hilfe der HOOKEschen Gesetze kann folgendes hergeleitet werden

(I1.52) M, =G % / (22 +¢?) dA.
A

Das Integral kennen wir als Polares Flachentragheitsmoment

Ip:/(22+y2) dA=1I1,+1,
A

Wir formen um und fassen zusammen

dv

II. I, —

= +M;(x)

oder
G Ip 7.9, = +Mt($)

Das ist die DGL erster Ordnung, die wir fiir die Berechnung des Drillwinkels 9 16sen
miissen.

Mit
E
2(1+v)

G: Schubmodul, E: Elastizitdatsmodul, v: Querkontraktionszahl.

G:

Fiir die resultierende der beiden Schubspannungen 7,, und 7, gilt

Tep =T = (Ta%y + TIZZ)
Die Bezeichnung 7,,, bedeutet, die Schubspannung liegt in der Ebene mit Normalenvektor

in z-Richtung (erster Index) und zeigt in irgend eine Richtung in dieser y-z-Ebene. Wir
werden diese Bezeichnung nicht weiter verfolgen und mit 7 abkiirzen.
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Es gilt

(I1.54) 7=

Die maximale Schubspannung an der tordierten Welle finden wir am gréftmdoglichen
Radius R, sie berechnet sich zu

Mmax
(11.55) | Tinax] = [Mima|
Iy
6.1 Analogie Torsion — Biegung
Balkenbiegung Torsion
I, Ew" = —My(x) I,GY' = +M(x)
M, M
Oy = b(m) z Tl‘(p =T = t(x) T
I, I
‘Mbmax’ ’Mmax‘
|U$max| = I |Zmax| |7—max| — tI R
y P
h2
Tay = Tog = % <Z — 22> keine weitere Spannung

167



Technische Mechanik IT MB/MSE  Jo Venghaus 8. September 2023

6.2 Beispiel zur Torsion

Zum Thema Torsion beginnen wir im Rahmen der Vorlesung mit einem Beispiel.

Gegeben: ¢, I,,, G, May, Mas. Gesucht: Verlauf des Drillwinkels 9.

Es erscheinen doch noch einmal gekriimmte Pfeile als Symbol fiir dufsere Torsionsmo-
mente. Wir werden sie gleich durch Doppelpfeile ersetzen.

1. Lagerreaktionen

M Al M A2
Mg

/
U 4

ZM[x] =0=Mg— My, + My,
Mg = Ma1 — Mas

Mg wie Einspannmoment
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2. Bereichsteinteilung

MAl MA2
Mg
AN 2 \‘
~—— 7
Lo<zx </ II: 0 < x <24
3. a) Schneiden im Bereich I
ME ]\[f[
A\ A
7 I 7
x
MAl MA2
My
y4 2 D\
(\ “ > 4 -
4. a) MG um z hier rechts
ZM[IL‘] =0=—My; — Ma1 + My
M = Mas — M
3. b) Schneiden im Bereich II
Ma
Mg My
AN Z AN
‘ x
‘ MA2
My
p A
— —>
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4. b) MG um z hier rechts

ZMM =0=—M;r+ My,

My = Mas
5. DGL der Torsion
G_Ip'lg/]' = Mt] Glp’ﬁlll - Mt[[
Gfpig/IZMAQ—MAl Glpﬁ/[I:MAZ
Gfpﬁ[:MAQIL’—MAlx—G—Cl G[pﬁH:MAQ.%—l—CQ

6. Rand- und Ubergangsbedingungen

Links aufsen bei x = 0 haben wir eine feste Einspannung. An der Bereichsgrenze
bei x = ¢ haben wir einen stetigen Ubergang von Bereich I zu Bereich II. Wir
stellen fest:

Die Bedingung (1) ist vom Typ Doppelnull und liefert

61:0

Die Bedingung (2) wird in die integrierten Gleichungen eingesetzt. Dabei setzen
wir G I, 0;(z = {) mit G I, ;;(x = () gleich. Wir nehmen also die rechten Seiten
und ersetzen x durch ¢

MAQE_MAl‘e:MAQK—i_CQ
Cy — _MAlg

7. Anschreiben der Drillwinkelverlaufe

1
U = o, [Masx — Ma z]
= (M Mgy (]
II—GIp A2 — M a1

Wir sehen, Torsion ist erheblich einfacher. Vergleichen Sie das mit der Berechnung eines
Biegebalkens mit zwei Bereichen.
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6.2.1 Ubungsaufgabe, Gelenkwelle eines Autos
Ein Pkw wird im 1. Gang rasant angefahren. Der Motor entwickelt sein Maximalmoment
My, = 160 Nm. Berechnen Sie unter Bertiicksichtigung

e aller Ubersetzungsverhiltnisse

e des Vorhandenseins eines Differentialgetriebes

a) das in einer Gelenkwelle wirkende Torsionsmoment My,

b) den maximalen Drillwinkel 9,

c¢) die maximal auftretende Schubspannung 7
)

d) Zugfestigkeit bei 1,2-facher Sicherheit gegen Bruch nach TRESCA

M w d MW

Vx

I

Gegeben iy Gang = 3,65, i Achsantrieb = 9,89, £ = 400 mm, F = 2,1 - 105 MPa,
d=25mm, v=0.3, My =160 Nm

Die Zahlenwerte sind realistisch, wenn auch nicht mehr aktuell. Sie entstammen meinem
ersten selbst bezahlten Auto, einem Golf II von 1986 mit 66 kW (90 PS).

Betrachten wir kurz den Antriebsstrang eines Autos und die Wirkung von Zahnradgetrie-
ben. Der Motor erzeugt ein Drehmoment. In unserem Sinne ist es ein Torsionsmoment
an der Kurbelwelle. Ob sich eine Welle dreht oder sie festgehalten wird, ist uns herzlich
egal, aus TM-Sicht macht das keinen Unterschied. Die Kupplung stellt das anliegende
Motormoment unverdndert ans Getriebe durch. Im Getriebe ist der 1. Gang gewahlt mit
einem Ubersetzungsverhéltnis i = 3, 65. Das bedeutet, dass die Drehzahl um den Faktor
3,65 kleiner wird und das Torsionsmoment um den gleichen Faktor grofer wird (iiber
Verluste wollen wir nicht streiten, sie sind bei Stirnradgetrieben sehr gering).

Die Getriebeausgangswelle treibt den Achsantrieb an. Bei einem klassischen Nord-Siid-
Auto (Motor vorn, Kardanwelle, Hinterachsantrieb) ist der Achsantrieb als Kegelradsatz
im Differentialgetriebe untergebracht. Bei meinem Golf mit Quermotor und Vorderrad-
antrieb war das ein weiteres Stirnradpaar. Es hat das Ubersetzungsverhiltnis i = 3, 89.
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Das Differentialgetriebe verteilt das Eingangsmoment gerecht auf die beiden Gelenk-
wellen, die die Rader antreiben. Bei Geradeausfahrt wird das Eingangsmoment hélftig
aufgeteilt. Jetzt wissen wir bescheid.

a) Das Torsionsmoment in einer Gelenkwelle berechnet sich zu

My = My -iq Gang " “Achsantrieb 9

My, = 1136 Nm

b) Maximaler Drillwinkel ¢

Zunachst bestimmen wir einige Hilfsgrofsen

E
Schubmodul G=——
2(1+v)
G = 8,08 - 10* MPa
.. . 7 d*
polares Flachentriagheitsmoment I, = ETS

I, = 3,83 -10* mm*

Die polaren Flachentragheitsmomente fiir Voll- und Hohlwellen gehoren auf Thren
legalen Pfuschzettel (I, die axialen FTMe, natiirlich auch)!

Nun beginnt die Berechnung der Drillwinkel:

1. Lagerreaktionen.

Wir haben doch gar keine feste Einspannung. Egal die Welle hat an beiden Enden
das gleiche aber entgegengesetzte Torsionsmoment My .

2. Bereichseinteilung

Nur ein Bereich 0 < z < /.
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3. Schneiden im Bereich

= —

M, My

4. MG um z hier links

> My =0= M~ My

M; = My
5. DGL der Torsion
G [p 19/ - Mt
GI, W = My

Glpﬁ:MWx—i-cl

6. Rand- und Ubergangsbedingungen

Da wir eine umlaufende Welle haben, fillt es uns zunéchst schwer, an den Réandern
Aussagen zu treffen. Die Losung ist ganz einfach. Wir nehmen einen Rand, der
uns gefillt und definieren einfach, dass die Verdrillung dort Null ist. Da wir nicht
blod sind, nehmen wir natiirlich den Rand an der Stelle x = 0.

Es gilt willkiirlich
Jd(x=0)=0, cg=0
7. Anschreiben des Drillwinkelverlaufs und Angabe des maximalen Drillwinkels.

Am linken Rand haben wir die Verdrillung willkiirlich aber geschickt auf Null
gesetzt. Den maximalen Drillwinkel finden wir demzufolge am rechten Rand bei
x =/
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MV[/QT

19:
al,
My

79maX:19 =/)=
=0="37
Umax = 0, 147

Drillwinkel ergeben sich immer im Bogenmals. 0,147 entsprechen 8,42°

¢) Maximale Schubspannung

o thax
Tmax - Ip max
1136 - 10° N
max — 127 b
! 3,83 - 104 mm?
N

T = 371 ——

mim

Es ist ganz typisch, dass das Torsionsmoment in einer Welle einen konstanten Verlauf
hat. Die Suche nach dem Maximum ist also miiftig. Nur bei Momentenverteilungen
gibt es eine Abhéngigkeit von x. Wie konnen — anders als beim Balken — nicht vor-

hersagen wo eine Welle zerstort wird, wenn sie iiberlastet wird.

d) Dimensionierung nach TRESCA gegen Bruch

Hier taucht die einzige Erschwernis bei Torsion gegeniiber Biegung auf. Wir haben
zwar nur eine Spannung 7, wir diirfen sie aber auf gar keinen Fall mit Werkstoffkenn-
werten vergleichen. Das diirfen wir nur bei einachsigem Zug oder Druck. Wir haben
hingegen Torsion und werden gleich unser blaues Wunder erleben.

Vergleichsspannungshypothese nach TRESCA

oy = max[|al — 03] oy — o3| ;|01 — 03]

Bestimmung der Hauptspannungen o535 z. B. mit Hilfe des MOHRschen Kreises.
Hierbei gilt 0, = 0, = 0, = 0. Es gibt ledigleich eine Schubspannung 7 = 371 MPa.

Es herrscht also ein ebener Spannunsgzustand.
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g9 01 o

N N

o1 =437l —,  0p=-3T1 —,  03=0
mim min

o, = max[ 742 371; 371

mm?2’
N

mm?2’

oy, = 742

OB > SOy

op>1,2-742 —
mim

op > 890,4 ——
mim

Wir benétigen demzufolge einen Werkstoff mit einer Zugfestigkeit von tiber 890 MPa.
Tatsédchlich sind die Gelenkwellen sehr hoch beanspruchte Bauteile. Es kommt durch-
aus vor, dass ein Krawallstart zu plastischen Verformungen in der Welle fiihrt. Mal
ganz ehrlich, nur Idioten posen und lassen die Reifen quietschen.

Erinnern Sie sich noch an unsere erste Vorlesung, als ich morsche Holzer zerbrochen
habe? Biegung und Torsion fordern das Material. Bei reiner Torsion ist es immer so,
dass die doppelte Schubspannung mit Werkstofftkennwerten verglichen werden muss.
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6.2.2 Ubungsaufgabe, hohlgebohrte Messwelle

Ein Stahlstab soll zur Momentenmessung verwendet werden. Das Moment M soll eine
Torsion (= Drillwinkel) « erzeugen.

\

== ) ' | =

|
|
|
[

Auf welcher Lénge ¢ muss der Stab ausgebohrt werden, um dies zu erreichen?

Gegeben: G, = 8 - 10* MPa, ¢ = 1250 mm, [,; = 61 - 10* mm*, I,;; = 36 - 10* mm?*,
M =1,2-10> Nm, a = 2, 5°.

Gesucht: gq.

In dieser Aufgabe sind ein paar Gemeinheiten versteckt. Der Winkel « ist in Grad ange-
geben. Wenn wir ihn verwenden wollen, miissen wir ihn vorher in Bogenmal umrechnen.
Nach unseren bisherigen Erkenntnissen wiirden wir behaupten, dass unsere Torsionswel-
le nur aus einem Bereich besteht. Es kommt ein weiterer Grund fiir eine Bereichsgrenze
hinzu: Wenn sich das Flachentrigheitsmoment sprunghaft &ndert muss ebenfalls eine
Bereichsgrenze eingerichtet werden. Immerhin wird das in der Augabenstellung schon
angedeutet. Wir gehen wie gewohnt vor.

1. Lagerreaktionen, kein Handlungsbedarf, schon bekannt.
2. Bereichseinteilung ohne neue Skizze.
Bereich I: 0 <z < (¢ — q), Bereich II: ({ —q) <z <.

3. a) Schneiden im Bereich I

176



Technische Mechanik II MB/MSE  Jo Venghaus 8. September 2023

M M1
x
My M
| :)
4. a) KG um z hier links
ZM[JJ] =0= —M—FMH
My =M
3. b) Schneiden im Bereich I1
M l\"’[tn\
— | >
x
M1 M
pa N
(\ ,)

4. b) KG um x hier links

My =M
5. DGL der Torsion
G[pl 79/] = Mtl G[pll 79/[] = MtH
G[pjﬁlsz G[p[[ﬁ“II:M
Gfpjﬁszi’—i—Cl GIPIIQ%IZMZE—FCQ
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6. Rand- und Ubergangsbedingungen

Willkiirlich legen wir bei = 0 fest, dass der Drillwinkel ¢ Null ist. Bei 2 = (¢ —q)
haben wir einen Ubergang von Bereich I zu Bereich II. Neu hinzu kommt, dass am
rechten Ende der Welle bei x = ¢ der Drillwinkel bekannt ist. Er soll den Wert «
annehmen. Dort befinden wir uns im Bereich II.

Wir stellen fest:

(1) di(z=0)=0, (2) Vi(z =L—q) =V(z =Ll-q), (3) Yulz=0=a

Die Bedingung (1) ist vom Typ Doppelnull und liefert
C1 = 0

Die Bedingung (2) wird in die integrierten Gleichungen eingesetzt. Diesmal diirfen
wir nicht einfach die rechten Seiten betrachten, denn der Unterschied in beiden
Bereichen liegt beim polaren Flachentragheitsmoment. Wir miissen tatséchlich zu
den Drillwinkeln auflsen.

M (-
191(3725—9):—6(;[[(1)
p
M(l—q)+
Ui(e =0—q) = <qu1)1 =
p

Nun kénnen wir die rechten Seiten gleichsetzen.

M(l—q) M(l-q)+c

= -G
G, Gl |
M (I —q) _ M(l—q)+c
Ip[ Ipll

Hauptnenner ist I,r 11

Ly M (1 —=q) _ Ly [M(l—q)+c

Ip[ IpII IpI [pII
Hauptnenner entfallt

Ly M (1 —q) = I; [M (I —q) + ¢
auflosen nach ¢,
Iyrco = IpIIM(l - Q) _IpIM(l - Q)
Lo = (L — Ipr) M (1—q)
I

-1
CQZ%M(Z_Q)
pl
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7. Verwendung der Bedingung (3)

T
’19]](.75:6) :oz:2,50w:0,044

G]p][Oé:Mé‘f‘Cg

Lo —1
Glyra=Me+ 221 pr—yg)

I,
nach ¢ auflosen
Ly — 1,
P PN (1= q) =G Ly — MY
Iy
l—q: [pIIpII GO(_ [pl E ‘(_1)
[pII - [pI M [pII - [pI
—l+q:— ]pIIpII GOé+ Ip] ﬁ
IpII - IpI M Ip]] - Ip]
q:@—{—ﬁ Ip[ _ Ip[Ip[] Ga

]pII - ]pI [pII - [pI M
61 _61-36-104 8-10%-0,044
36 — 61 36 — 61 1,2-106

q = 1250 4 1250 mm

q = 777 mm

Zugegeben, diese Aufgabe ist etwas teuflisch, genug mit Torsion.
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7 Axialbelastung von Staben, elastische
Stabknickung

Nun biegen wir auf die Zielgerade ein. Wir werden ein letztes, recht einfaches aber auch
interessantes Thema kennenlernen: EULERsche Stabknickung. Stébe, die axial auf Druck
beansprucht werden, knicken ab einer bestimmten Last seitlich aus und versagen schlag-
artig. Mit einem Kunststofflineal kann das (auf eigene Gefahr) gut erforscht werden.
Stellen Sie es senkrecht hin und driicken Sie mit der flachen Hand von oben darauf. Er-
hohen Sie vorsichtig die Kraft und seien Sie bereit, sofort nachzulassen, wenn das Lineal
ausknickt (Vorsicht Verletzungsgefahr). Wir wollen wissen, ab welcher Kraft knickt ein
Stab aus.

Schlanke Stédbe neigen bei axialem Druck dazu, senkrecht zur Belastungsrichtung seitlich
auszuknicken.

Diese Instabilitét (hdufig katastrophal) erfolgt, wenn die Axiallast einen kritischen Wert
Pyt erreicht hat. Genannt EULERsche Knicklast. P ist abhéngig von

e Stabgeometrie
e Material

e Lagerung

7.1 Theoretische Betrachtung zur Ermittlung von F;

Annahmen:
e /> Querabmessung (schlank),
e [ Ew" = —M,(x) gilt weiterhin.

Die Folge ist, dass M;(x) am deformierten Stab ermittelt werden muss, denn andernfalls
wire My(z) = 0.

Beispiel
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Das Mak ¢ beschreibt die Lange des unverformten Stabes. Insofern ist obige Skizze
missverstandlich. Der Hinweis ’Ausgangslinge’ weist darauf hin.

Lagerreaktionen

Y X=0=4,-P A, =P
Y Z=0=-A.-B A, =
> My =0=Bt¢ B=

Schneiden im Bereich an der Stelle x

MG um die Schnittstelle, hier links

M, = Pw(z)

Biegelinie
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[Ew" = —Mb(LE)
IEw = —-Puw
ITEW'+Pw=0

Diese DGL unterscheidet sich grundlegend von den bisher bekannten. Wir finden die
Durchbiegung sowohl als Grofse w als auch als Grofe w”. Ein gewohntes Ausrechnen der
DGL ist so nicht moglich. Hier muss eine andere, etwas unbefriedigende Vorgehensweise
eingeschlagen werden. Wir miissen fiir w einen Ansatz tatigen (d.h. das Ergebnis raten),
diesen Ansatz zweimal ableiten und statt w und w” in die DGL einsetzen.

Eine solche DGL werden wir im Fach Maschinendynamik auch finden. Dort beschreibt
sie die harmonische Bewegung eines schwingungsfihigen Systems.

Wir kiirzen etwas ab. Wir bringen die DGL in eine bestimmte Form, so dass w” keinen
Faktor mehr hat und benennen die verbliebenen Faktoren vor w um, in einer Art, in der
man gut die Wurzel ziehen kann.

P
IT. "+ —w=
(I1.56) w +[Ew 0

Analogie zur Schwingungslehre
T+ ap—
m
i+twir=0
im vorliegenden Fall
(I1.57) w4+ k*w =0
k ist der griechische Buchstabe kappa

Moglicherweise haben Sie von der Bewegungsgleichung fiir Schwingungen noch nie etwas
gehort. Dann ist die Analogie nutzlos. Trotzdem sei kurz erklart, worum es geht: Eine
Masse m héngt an einer Feder mit Federsteifigkeit ¢ und schwingt. Die Masse macht also
eine Bewegung, beschrieben durch die Koordinate x. Dabei ist # die Beschleunigung der
Masse. & ist die zweifache Ableitung von = nach der Zeit. Die DGL hat die Losung

x(t) = ¢1 cos(wot) + c2 sin(wpt).

Die Masse fiihrt demzufolge eine Sinus/Cosinus-Schwingung mit der Kreisfrequenz wy
(omega-null) aus. Wer dies zum ersten mal liest, fragt sich, wo zum Teufel kommt der
Sinus und der Cosinus her? Nun, den muss man vorher geraten und als Ansatz eingesetzt
haben. Keiner hat behauptet, dass Mathematik immer einfach ist.

Die DGL (I1.57) hat die allgemeine Losung
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w(x) = ¢1 cos(kx) + ¢y sin(kz)

c1 und c; sind Integrationskonstanten, die wie iblich gelost werden.

Da gilt sin(0) = 0, liefert die Randbedingung vom Typ Doppelnull ein gewohntes FEr-
gebnis
C1 = 0

Die Losung der DGL reduziert sich dadurch zu
w(z) = ¢ sin(kx)
Die verbliebene Randbedingung w(x = ¢) = 0 liefert
0 = ¢y sin(kl)
o ist nicht eindeutig 16sbar. Es muss vielmehr gelten

9 P

(kf) = it _ P
sin(kl) =0 mi K= 1%

Fiir welche « ist diese Bedingung erfiillt? Hierzu schauen wir uns den Sinus eines belie-
bigen Winkels o an. Wir stellen fest, es gibt viele Stellen, an denen der Sinus Null wird.
Die Stellen sind durchnummeriert. Wir schauen sie uns der Reihe nach an.

ESJHF'-

T 2m e

5 \ 7R 7«
o

Losung 0: ko =0

Losung 1: k1 = %
2

Losung 2: ko = TW

Losung n: k, = n77r
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Losung 0 entfallt, da x nicht Null werden kann. Betrachten wir die n-te Losung

n’rm? P,

2 " IE

G, M E T

oder P,=n Iz

Bei der kleinsten der moglichen Lasten P, wird der Stab ausknicken und zerstort werden,
so dass gilt

mEI
(I1.58) Pt = — =

Gleichung (I1.58) beschreibt die Knicklast fiir den beidseitig gelenkig gelagerten Stab.

Py

7.2 Ergebnisse fiir andere Lagerungsfalle

EULER
Fall 1 2 3 4
P P P lP
Stab-
lénge
immer
12
7 7 7
P _7T2Ei _7r2Ef NZWQEJ _47r2Ef
frit YE 7 Te Dz

Beachte bei nichtrunden Staben: Wirksam ist das kleinste auftretende Flachentriagheits-
moment, weshalb bei der Berechnung der Knicklast I angegeben ist.

Ferner gilt
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Pkrit
= < O
A p

(I1.59) O

Mit A: Querschnittsflache des Stabs, o, Proportionalitatsgrenze des Werkstoffs.

Falls Bedingung (I1.59) nicht eingehalten wird (o), > 0,) wird ein kurzer, dicker Stab
betrachtet. Weiterfithrende Informationen sind unter dem Stichwort ,nichtelastisches
Ausknicken nach TETMAJER" zu finden.

Das Thema ’EULERsche Stabknickung’ ist viel einfacher, als die Herleitung der Zu-
sammenhéinge erwarten liefs. Nachdem erkannt wurde, dass ein Stab axial auf Druck
beansprucht wird, muss lediglich identifiziert werden, wie dieser Stab gelagert ist. Alle
sinnvollen Vorkommnisse sind als EULER Fall eins bis vier katalogisiert.

Es gehort zu den Pflichtaufgaben einer Ingenieurin, eines Ingenieurs, einen Entwurf auf
Stabknickung zu iiberpriifen und sicherzustellen, dass eine geniigende Sicherheit gegen
Knicken besteht. Hier sind reichliche Sicherheitsfaktoren angebracht. Wenn zu knapp
kalkuliert wird, wiirde es geniigen im ersten Stock eines Stahlskelett-Hochhauses mit
dem Fufl aufzustampfen und das ganze Haus stiirzt ein.

Ein furchtbarer Fall der EULERschen Stabknickung fand am 11. September 2001 statt.
Flugzeuge schlugen in die Twin-Towers ein. Zunéchst hielt die Struktur. Das Gebdude
ertrug die Zusatzlast eines ganzen Flugzeugs. Der Kerosinbrand erhitzte die Stahlske-
lettstruktur. Die Spritzbetonummantelung des Stahls verzogerte den Vorgang ein wenig.
Bei hohen Temperaturen wird der E-Modul des Stahls deutlich herabgesetzt. Py ist
proportional zum FE-Modul. Nach einer gewissen Zeit versagten die senkrecht stehen-
den Stahlprofile in dem Geschoss, in dem die Temperatur am héchsten war. Der obere
Gebéudeteil fiel auf den Fufboden des kollabierten Geschosses. Zur statischen Last ka-
men dynamische Kraftiiberh6hungen in erheblichem Ausmaf hinzu, so dass, Geschoss
fiir Geschoss, das Gebéaude in sich zusammensackte.

Mit dieser Geschichte endet die Vorlesungsreihe TM II. Ab jetzt gibt es nur noch ein paar
Ubungen zum Thema EULERsche Stabknickung. Daher wird es Zeit, [hnen mitzuteilen,
wie die Klausur aussehen wird. Es wird drei Rechenaufgaben geben.

1. Balkenbiegung, entweder Spannungsberechnung (gern mit MOHRschem Kreis) oder
Verformungsrechnung,

2. Torsion, entweder Spannungsberechnung (gern mit MOHRschem Kreis) oder Ver-
formungsrechnung,

3. EULERsche Stabknickung.

Hilfsmittel ist wieder ein legaler Pfuschzettel und ein Taschenrechner. Bringen Sie nach
Moglichkeit eigenes Papier, Lineal und Zirkel mit.
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7.2.1 Ubungsaufgabe, einfache Stabknickung

Ein Stab wird geméf Skizze durch die Kraft F' beansprucht. Welchen Durchmesser d
muss der Stab bei zweifacher Sicherheit gegen Knicken mindestens haben?

F

P

AW
5 7 d*
Gegeben / =2 m, FF=10,3 kN, £ =2,1-10° MPa, I = o
Zusatzfrage: Welcher Durchmesser ist notig bei einer Lagerung nach EULER Fall vier?

Losung
2E1
EULER Fall zwei Pt = Wg—z
zweifache Sicherheit Boiw >2F
3 Ed4
I eingesetzt W6 1 >2F
128 F ¢?
auflosen nach d d* > —
m™E
2
Wurzel ziehen d> 1 128 FC
™ E
128 -10,3-10%-4-106
Zahlenwerte d> ¢ ’ mm
m.2,1-10°
d > 30 mm
Zustazfrage
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AT E 1T
/2

[128 F' 02
Wurzel zichen d> Zli—?’E

128 -10,3-103 -4 - 106
Zahlenwerte d > i‘/ 1. 7;3 51108 mm

d> 21,2 mm

EULER fall vier Pt =

Wir sehen, die Eulersche Stabknickung selbst ist sehr einfach. Ublicherweise wird das
Umfeld kiinstlich erschwert. Rechnen Sie mit folgenden Gemeinheiten:

e Die Stablénge ist nicht direkt angegeben, sondern iiber ein rechtwinkliges Dreieck
zu bestimmen.

e Es gibt zwei Stdbe und nur einer wird auf Druck beansprucht.

e Es gibt zwei Stdbe, beide sind auf Druck beansprucht, einer versagt eher als der
andere, weil er eine grofere Axialkraft hat oder weil er langer ist.

e Die Kraft im Stab ist nicht bekannt, sondern muss mittels KG und MG bestimmt
werden.
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7.2.2 Ubungsaufgabe, Knickung eines Bremsgestinges

Wie grofs darf die Kraft F} maximal werden, wenn fiir das skizzierte Bremsgesténge eine
10-fache Sicherheit gegen Knicken gefordert ist.

Gegeben: [ = 2,4 -10* mm*, F = 2,1-10° MPa, ¢ = 150 mm, b = 100 mm, ¢ = 550
mm.

Losung

Die tatséchliche Stabkraft sei F» genannt.

o o ¥

EULER Fall zwei Piit = Wg_f]
zehnfache Sicherheit By > 10 F

2E1

Auflésen nach F, F, < 7T1()—€2
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Bestimmung von F}

:F‘?_ '

e

Der Umlenkhebel braucht nicht vollstdndig freigeschnitten zu werden, wenn nur MG
um A angesetzt wird. Dies ist zuléssig, da die Lagerreaktionen in A nicht von Interesse
sind.

MG um A ZM[A]EO:—F1G+FQCOSOéb
auflosen nach F} Fia=F5 cosab

F, = F,— cosa
a

« bestimmen o= arcsinz
b b
F, = F, — cos <arcsin —)
a 14
2ETD b
F’ einsetzen F < ﬁlow cos (arcsin Z)
< 10,78 kN

Die unbekannte Kraft F' am Hauptbremskolben interessiert niemanden, weshalb wir uns
nicht die Miihe gemacht haben, sie auszurechnen. Den Mut muss man erstmal haben.
Einige wiren versucht gewesen, die Kraft F' als Stabkraft zu benutzen. Das ware falsch.
Die Stabkraft (bei uns F3) muss wirklich mit dem Stab fluchten.

Ein Bremsgestdange, das ,wegeulert” ist der Alptraum einer Ingenieurin, eines Auto-
fahrers, einer Lokfiihrerin, eines Entgegenkommers (unvollstdndig und ungerecht gegen-

dert).
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7.2.3 Ubungsaufgabe, Knickung einer StoRelstange

Eine wievielfache Sicherheit gegen Knicken hat die skizzierte Stofselstange?

C”Tx T

yZ
=1
/
%f

Gegeben: Maximale Federkraft = 1800 N, £ = 2,1-10% MPa, ¢; = 30 mm, {5 = 42 mm,

¢ =420 mm, r = 6 mm.
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Die maximale Federkraft sei Fr, die Kraft in der Stofelstange sei Fg

MGumA Y My =0=—Fsli+Fply

14
Stabkraft — Fg = Fp 5_2
1
2ET
EULER Fall zwei Pgit = d 7
. . . Pkrit
Sicherheit gegen Knicken s s < 7
5
md* w©@2r)* 7wt
Flichentréigheit t 1= = =
achentriagheitsmomen o 6 1
SErty
alles einsetzen, nach s auflésen s < 262—}2621
m.2.1-10°-6*- 30
Zahl t < i
AHICHWERLE 9= 74902 - 1800 - 42
s < 4,75
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7.2.4 Ubungsaufgabe, Knickung eines Dreigelenks

Gegeben ist das skizzierte, an drei Punkten gelenkig zusammengefiigte, symmetrische
Stabwerk (Pendelstiitzen!). Wie grofs ist die Sicherheit gegen EULERsche Stabknickung?
Beachten Sie, dass beide Stidbe die Léange ¢ haben.

Gegeben: F'=1000 N, a = 140°, ¢/ = 2 m, I =17700 mm?*, F=2,1-10° MPa.
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Um die Stabkrifte zu bestimmen, miissen wir uns an die Anfdnge des ersten Semester
erinnern. Wir haben ein zentrales Kréftesystem.

Kréftegleichgewichte Z X=0=95 sin% -5 sin%
o) a
ZZEOZF—Sl 0085—32 COS§

aus KG in z-Richtung folgt S| = S,
aus KG in z-Richtung folgt F=25 cos%
F

T2 cos §
Kontrolle mit Zahlenwerten S1=85,=1462 N

bzw. Sy

2P
EULER Fall zwei Pt = W£_2

Kontrolle mit Zahlenwerten Pt = 3990 N

Puic 2m2E T oS §
Si P2F

Sicherheit gegen Knicken S <

272.2,1-105-7700 - cos 70°
20002 - 1000

Zahlenwerte s <
Sicherheit gegen Knicken Sp < 2,73

Diese Aufgabe war einmal Klausuraufgabe, sie war etwas zu leicht. Rechnen Sie damit,
dass die Stébe nicht gleich lang sind und dass nicht beide Stdbe auf Druck beansprucht
werden. ]
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